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AVVERTIMENTO DEL TRADUTTORE. 


Il favorevole modo nel quale ù stata accolta in Italia la nostra 
traduzione del Calcolo Di/Ì'erenziale ed Integrale del chiar. in0 $ig. r 
Todhcnter ci ha indotto a pubblicare ancora la presente traduzione 
della Teoria delle Equazioni dello stesso Autore; opera che potrebbe 
servire di testo al Corso di Algebra Complementare, nei limiti tra 
i quali tale scienza s'insegna nelle nostre Università. Per rendere 
intanto il libro più utile agli Studenti abbiamo creduto conveniente 
di aggiungervi diversi Capitoli tratti dall’ Algebra ad uso dei Collegi 
e delle Scuole , dello stesso Todiiunter, i quali servono per comple- 
tare alcune importanti teoriche di Algebra, che poco o nulla si 
studiano nei nostri Licei, come i Determinanti , le Frazioni continue, 
le Serie. La ricca e scelta Collezione di Esempii che accompagno 
l'opera dovrà poi renderla più accetta alla Gioventù studiosa: ne 
sappia trarre profitto ed i nostri voti saranno soddisfatti. 
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TEORIA DELLE EQUAZIONI 


i. introduzioni:. 


1. Il lettore può acquistare facilmente un’idea generale del se- 
guente’ trattato per mezzo della teoria delle equazioni quadratiche le 
quali si suppone di avere egli già studiate. L’equazione az^+àr+c^O 
ha due radici, cioè, 

— hdis/b*— hac 
' 2 a ’ 

e rispetto a queste radici, sappiamo che la loro somma è — , ed il 

loro prodotto è .-; cioè, la loro somma è eeuale al coetficiento del 
a b 

secondo termine dell’equazione a- I -j--a7+- = 0, col segno cambiato, 

a a 

ed il loro prodotto è eguale all’ultimo termine di questa equazione. 
Ora si può dire che l’oggetto generale delle pagine seguenti si è di 
stabilire risultati rispetto alle equazioni di grado superiore al secon- 
do, simili a quelli che sono stati stabiliti nell’ Àlgebra rispetto alle 
equazioni di secondo grado. I risultati ottenuti saranno utili in altri 
rami delle matematiche, ed i metodi di ricerca serviranno per op- 
portuno esercizio allo studente, poiché essi non sono troppo diflìcili 
per ‘colui il quale ha già una conoscenza deH’Algebra, e nello stesso 
tempo hanno sufficiente varietà per occupare la sua attenzione. 

2. Le parole equazione e radice sono già familiari allo studente 
per il loro uso in Algebra; ma per precisione daremo una definizione 
di esse. 

t 
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Ogni espressione algebrica che contiene x può essere chiamata 
una funzione di x, ed essere dinotata con f(x). Ogni quantità che 
sostituita per x in f(x) fa svanire f(x), è detta una radice dell’equa- 
zione f(x)=. 0. 

Un’espressione della forma 

ax n + bx n ~ f + cx n ~ * + . . . + kx + ì, 

in cui n è un intero positivo, ed i coefficienti a, b, c . . . k, /, non 
contengono x, si chiama una funzione razionale intera di x deH’n mn 
grado; e se vogliamo trovare qual valore di x fa svanire questa fun- 
zione dobbiamo trovare una radice di un’ equazione razionale intera 
dell’ n mn grado; tali equazioni sono quelle che considereremo nel 
presente trattato. In una tale equazione possiamo se ci piace divi- 
dere pel coefficiente della più alta potenza di x, in modo da lasciare 
questa potenza con la sola unità pel suo coefficiente ; l’ equazione 
allora prende la forma 

x n + p i x n ~ l + + . • - + V n -ì. x 1 +Ph-i x +Pn = °- 

Diremo che l’equazione 6 ora nella sua forma più semplice ; come 
si vedrà in appresso, alcune delle proprietà delle equazioni possono 
essere enunciate più concisamente quando l’equazione è in questa 
forma che quando x a ha un coefficiente diverso dall’ unità. Se non 
vogliamo supporre che il coefficiente dix n sia l’unità, possiamo di- 
notarlo convenientemente con p 0 ; allora l’equazione prende la forma 

Po x * + Pt*"~ ' + Pi vn ~ 2 + • • • + P n -ì xì + P n -\ x + F» = 0 • 

Il termine p n si chiama il termine indipendente da x. 

3. Bisogna adunque rammentarsi che per equazione intendiamo 
equazione razionale intera; un’equazione che non è di questa forma 
può spesso essere ridotta ad essa con trasformazioni algebriche; per 
esempio, l’equazione ax* + bx + c \jx=.f può essere ridotta ad una 
forma razionale intera trasponendo c^x ed f e poi elevando a qua- 
drato ; essa diventerà cosi un’equazione razionale intera del quarto 
grado. Le equazioni che contengono funzioni logaritmiche, o fun- 
zioni esponenziali, o funzioni trigonometriche, o funzioni algebri- 
che irrazionali, non saranno comprese direttamente nelle nostre ri- 
cerche; por esempio, equazioni tali come tana;— e r =0, o adoga-— a=0, 
non saranno considerate. Non pertanto, la teoria che sarà data delle 
equazioni razionali intere indirettamente getterà luce su queste 
equazioni escluse. 


Digitized by Google 



INTRODUZIONE. 


» 


E quando parliamo di una funzione f(x) intenderemo sempre una 
funziono razionale intera di x, a meno che non si specifichi il con- 
trario. 

4. Un’osservazione di qualche importanza deve essere fatta ri- 
spetto ai coefficienti p 0 , p , , p t , . . . p n , nell’ equazione 

Po 1 " +p ,£ n ~ 1 +;v B ~* + ••• +/Vr t ' 1 +Pn-i x +Pn = °- 

Nell’equazione quadratica ax i -f- bx -f c = 0 sappiamo risolvere l’e- 
quazione senza conoscere quali numeri particolari sono dinotati da 
a,b,c\ tutto ciò che richiediamo di conoscere si è che a, b, c siano 
alcuni numeri indipendenti daa\ Se dobbiamo risolvere l’equazione 
x 1 — 12.Z-I- 15 = 0 possiamo o trasportare il 15 o completare il qua- 
drato nel modo ordinario, o pure possiamo prendere le formole ge- 
nerali date nell’ Art. 1, e porre in esse a— 1 , b = — 12, c = 15. Se 
vogliamo risolvere un’equazione senza che i valori numerici dei 
coefficienti siano previamente assegnati, andiamo cercando ciò che 
può chiamarsi la risoluzione algebrica dell’equazione, e se potessi- 
mo effettuare la risoluzione algebrica dell’equazione generalo di 
grado qualunque, potremmo ottenere una risoluzione numerica di 
un’ equazione di tal grado, sostituendo i valori numerici dei coeffi- 
cienti nella forinola generale che dà la risoluzione algebrica. Nell’an- 
dare innanzi troveremo che la risoluzione algebrica delle equazioni 
sino al quarto grado inclusivamente b. stata effettuata; ma per le 
equazioni del terzo grado e del quarto grado, quando sostituiamo i 
valori numerici dei coefficienti di un’equazione speciale nella for- 
inola generale, il risultato prende una forma che è spesso pratica- 
mente inutile. Al di là delle equazioni del quarto grado la risoluzio- 
ne algebrica generale delle equazioni non è stata trovata, e sem- 
bra che non possa essere trovata. 

Ma rispetto a ciò che può chiamarsi la risoluzione aritmetica dello 
equazioni nelle quali i coefficienti sono numeri dati, un maggiore 
successo è stato ottenuto. Cosi, per esempio, benché non possiamo 
risolvere algebricamente l’ equazione generale del quinto grado , 
possiamo con calcolo numerico scoprire qualunque delle radici che 
può avere un’equazione del quinto grado con dati coefficienti nu- 
merici, o al meno possiamo approssimarci tanto quanto ci piace ad 
una tale radice. 

5. Dinotiamo con f(x) l’espressione 

Po x ' 1 + P + PtX' 1 - 1 + . . . -f + p n ; 

allora il valore di questa espressione quando x = a può essere diiio- 
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iato con f (a). Mostreremo come nel modo più semplice possa essere 
calcolato il valore numerico di f(a), supponendo che i coefficienti 
di f(x), ed anche lo stesso a, siano numeri assegnati. 

Si prenda per esempio un’espressione del terzo grado; allora vo- 
gliamo trovare il valore numerico di 

IV 3 +Pi« 2 +Pi" + P 3 - 

Primieramente si ottenga p 0 a ; 
si aggiunga p t , ciò dà p Q a + p, ; 
si moltiplichi per a, ciò dà p 0 a ! +p,a ; 
si aggiunga p t , ciò dà Po" 1 +Pi" + Pi ì 
si moltiplichi per a, ciò dà Po^+Pt^+Pj" 1 
si aggiunga p s , ciò dà Po^ +p ì a ì +p ì a + p s . 

Possiamo disporre il procedimento nel modo seguente ; 

Po Pi Pi Pt 

Po" Po" 2 + Pi" Po" 3 + Pi" 1 + Pi" 

Po"+Pl Po" 1 +Pl"+P* Po" 3 +P|«*+Pi«+Pj 

Possiamo procedere nello stesso modo qualunque sia il grado di 
f( x). Per esempio, si cerchi il valore numerico di 3x*— 2-r^— 5.r+7 
quando x = 3. 

3 -2 0-5+7 

+ 9 +21 +63 + 17 * 

+ 7 +21 + a8 +181 

Così il risultato é 181. 

6. Se una funzione razionale intera di x svanisce (piando x + a, tu 
funzione è divisibile per x — a. 

Dinoti f(x) la funziono ; allora si suppone che sia f(a)— 0, e dob- 
biamo dimostrare che f(x) è divisibile per x — a. 

Si divida f(x) por x—a con l’algebra ordinaria finche il resto non ' 
contenga più x; dinoti Q il quoziente ed /( il resto se ve ne ò uno. 
Allora f(x) = Q(x— a) + R. In questa identità si ponga a per x; poi- 
ché Q è una funzione razionale intera di ir essa non può diventare 
infinita quando x — a\ quindi Q(x — a) svanisce quando x — a. An- 
che f(x) svanisce quando x = a per supposizione. Così R svanisce 
quando x~a ; ma R non contiene x, sicché se svanisce quando x=e 
esso svanisce sempre. Adunque, fl=0 ed x — a divide f(x). 
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7. La dimostrazione precedente è importante ed istruttiva; pos- 
siamo però dimostrare il teorema in altro modo, il quale avrà di 
più il vantaggio di esibire la forma del quoziente Q. Si supponga 

f(x)=p 0 x n +p l x n ~'+p i T n ~*+ ... +P n -zV i +p n _ l x+p a , 

allora poiché f(a) = 0 abbiamo f(x)—f(x) — f(a) 

=Po( j;n - an )+Pi (x n ~ t —a a ~ t ) +p t (x H -*-a n - ì ) + ... +P„_, {x-a). 
Ora i termini x n —a H , x n ~ l — a n ~ l , ... sono tutti divisibili per x— a 
(per l’Algebra). Eseguendo la divisione otteniamo pel quoziente 

p 0 (x n ~* + ax’ 1 * 1 + oV* -3 + .. . + a n ~-x a" -1 ) 

+p, -f ax n ~ s + a 2 .r n ~* -[-... -f a* 1-2 ) 

+ ... 

+ P»-*(* + «) 

+ Pn-l- 

Tossiamo riordinare il quoziente cosi ; 

Po 3 ^' + ( Po a +Pi) * n ' 2 + (Po a2 +Pt a +P*) +•■• 

+ Po a " -| +Pl“ ,t-2 + ”* +Pn-l • 

e possiamo dinotarlo con 

lo ^" 1 + + gy®' -5 + • • ■ + g„-2 1 ' + g„_,- 

I nuovi coefficienti sono quindi legati tra loro e con i coefficienti 
primitivi per mezzo delle formolo 

g 0 =Po> ?i=°g 0 +Pi> g*=ag,+p 1 , <i s =aqi+p s , ; 

cioè, ciascun nuovo coefficiente si trova moltiplicando il nuovo coeffi- 
ciente precedente per a e poi aggiungendo il primitivo coefficiente corri- 
spondente. Si osserverà che questi nuovi coefficienti sono successiva- 
mente determinati col procedimento dell’ Art. 5. 

8. Se x — a divide f(x) che è una funzione razionale intera dix, 
allora a è una radice dell’ equazione f (x) — 0 . 

Infatti dinoti Q il quoziente quando f(x) si divide per x — a, al- 
lora f(x) — Q(x — a). In questa identità si ponga a per x, allora Q 
non è infinito, e quindi Q(x — a) svanisce. Cosi f(x) svanisce quan- 
do x — a, e quindi a è una radice dell’equazione f(x) = 0. 

9. Trovare il resto quando una funzione razionale intera di x si di- 
vide per x — c, in ani c c una costante qualunque. 

» 
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Dinoti f(x) una funzione razionale intera di x , e si divida f(x) 
per x—c finché il resto sia indipendente da x; dinoti (J il quoziente 
ed li il resto. Allora 

f(x)=Q(x-c)-ì-fì. 

In questa identità si ponga c per x, allora Q non è infinito, c quindi 
Q(x — c) svanisce; cosi f(c) — Ii. Cioè, li è eguale ad f(c) quando 
x—c, ma li non contiene x, sicché II è eguale ad f(c) sempre. 

Per esempio; se 3**— “ir 1 — 5x+7 si divide pera? — 3, il quoziente 
ò 3x 3 + 7x* + 21x + 58, ed il resto è 181 ; si veggano gli Art. 5 e 7. 

Per un altro esempio dividiamo la stessa espressione per x— 4 : 
3- 2 0-5+7 

+ 12 + 40+160 + 620 
+ 10 + 40 + 155 + C27 

Cosi il quoziente è 3x 3 + 10x* + 40x + 155, ed il resto è 027. 

10. Sia f(x) una funzione razionale intera di x, e si supponga 
messo x+y per x; adoraci proponiamo di ordinare f(x + y) secon- 
do le potenze di y, c di determinare i coefficienti delle diverse po- 
tenze. 

Sia /‘(x) =p a x n ±p l x’ , ~ t + + ... +P n -\ X +Pn 1 allora 

/■(x+i/)=Po(x+!/) n +p,(x+y) n_, +p J (x+i/) n-1 +...+p n _,(x+i/)+p n . 

Si sviluppino (x + !/)**, (x+j/)" -1 , ... col teorema del Binomio, o 
si ordini il risultato totale secondo le potenze di y ; otteniamo cosi 
per f(x + y) la serie seguente ; 

p 0 x n +p t a*- l +p t x n -*+...+p n _ t x+p n 

+ y|np 0 x , ‘- , +(n-l)p l x"“*+(»-2)p t x B - 5 -}-...+ji |l _ 1 | 

+ IT 2 H”- 1 )P°* n-I + (n - 1 ) (n-2)p,x M_J +...+2p )l _ I | 

+ ... 

+ “|n(n - 1). . .(n-r+1 )jp 0 x"' r -f (n - 1 )(n-2) . . .( n-r)p ,x n -r_ ' + . . . ^ 


+ ... 



La prima linea di questa serie è manifestamente /'(.<). Dinotere- 
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mo il coefficiente di y con /"'(a - ), il coefficiente di — - con il 

,/S ; 1 ' * 

coefficiente di j-con f" (x'f, e cosi di seguito; questa notazione 

il 

diviene incomoda quando il numero degli acconti è grande, o cosi 

>l r 

in generale il coefficiente di sarà dinotato da /' r (x). Laonde 
f(x + y) = f(x) + yf (x) +-~f" (?) + pr f" («) + • . • 

w Li 


y r y n 

... + l L r r { x)+... + f-r(x). 

Il Liì 


Esaminando si vedrà che le funzioni f(x), f\x), f"(x), f'"(x),...f ,l (x) 
sono legate dalla legge generale seguente; per ottenere f T+l (x) mol- 
tiplichiamo ciascun termine di f r (?) per l’esponente dia? in quel 
termine e poi diminuiamo l’esponente di una unità. 


11. Supponiamo, per esempio, che f(x) sia del quarto grado, sia 


f(x) =;>„**+ + pjs* + P3?+p v 

Allora f (x) = hp a x 3 + 3 p ,.r 2 + ìp t v + p s , 

f" (*) = 4 • 3 p 0 .r* + 3 • 2 p t x + 2 p ìt 
f'" (*) = 4 • 3 • 2p 0 r -f 3 • 2p, , 
r w/ (*) = 4-3.2.p 0 ; 


9 3 4 

n* + y) =n*y + vr' w+j-J" <*) + hr'" (*) + ^ (*) • 

Se supponiamo assegnati valori numerici a p 0 , p i , p ì , p 3 , p i , ed 
x, possiamo calcolare separatamente f(x), f (s) , ... col metodo dei- 
fi Art. 5; però in appresso, spiegando il metodo di Horner per risol- 
vere le equazioni, mostreremo il modo più conveniente e sistema- 
tico nel quale questi calcoli possono essere condotti. 

Per un altro esempio supponiamo che sia f(x) =p (x + c) n . 

Allora f(x) —p |.r n -fncj n ~ 1 + ?t | t .P c ì x n ~ i -fi ... nc n ~ l x+c n | ; 


quindi 

f'(x) -p ]nx n - , +n(n-l)c.r B -*+ 


n(n-l)(^ ) cVt - 3+ . + » |cn -,j. 
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cioè f (x) =zpn (x + e.) n ~ t : 

similmente f" (x) —pn (n — 1) (j--f c) a ~ i , 

f" (x) —pn (»- 1) (n — 2) (r + r)““ s . 

e cosi di seguito. 


12. Se scriviamo la serie per f(x- jy) incominciando con la più 
alta potenza di y, avremo 

f(x+y)=p 0 y"+(Pi+ w)y”‘*+ !?>*+(«- 1 ) 1 ’^+ y ”~* 

+ {* + 


+ ... 


+ jPr+(n-r+l)p r _rK + ...+ 


n(n— l)...(n— r+1) 

E 


v r }i/ H - r 


+ ••• + f( x )- 


Questo si può vedere dalla forma già data per f(x + y), o pure 
sviluppando separatamente ciascun termine in f(x+y), ed ordinando 
secondo le potenze decrescenti di y. 


13. La funzione f'(x) si chiama la prima funzione derivala di f(x), 
la funzione f"(x) si chiama la seconda funzione derivala di f(x) , o 
cosi di seguito. Il lettore, se conosce gli elementi del Calcolo Diffe- 
renziale, vedrà che ciascuna funzione derivata è il coefficiente diffe- 
renziale rispetto ad x della funzione derivata che immediatamente 
la precede, e che l’espressione per f(x + y) secondo le potenze di y 
è un esempio del Teorema di Taylor. 

Inoltre, si deve osservare che f"(x) è dedotta da f'(x) precisa- 
mente nello stesso modo col quale f'(x) è dedotta da f(x). Cosi 
f"(x) è la prima funzione derivata di f (x), ed f'"(x) è la seconda 
funzione derivata di f (x), e cosi di seguito. Laonde per l’Articolo 
precedente abbiamo 

r (x+y)= r (x) + yr « + r <a + (*)+••• 

«»-• 

... + r—rt*(*) +-•••+ r—rr n (x). 

I *— 1 \lzl 
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; 


Similmente 


r"(x+y)= r (*) + yf’" (*) + fa r"" (*>+... 




“• + ir — « / r (®) + ..*+; 


n— 2 


/*(*). 


E còsi dì seguito. 


14. /» una funzione razionale intera di X ordinala secondo le po- 
tenze decrescenti di x, ogni suo termine si può fare che contenga la 
somma di tutti quelli che lo seguono, tante volle quante ci piace, pren- 
dendo x sufficientemente grande, ed ogni termine si può fare che con- 
tenga la somma di lutti quelli che lo precedono, tante volle quante ci 
piace, prendendo x sufficientemente piccolo. 


Sia p 0 x 11 +p i x n ~' +p ì x n ~ i + . . . +p tt _,r 2 +p n .^x+p n una qualun- 
que funzione razionale intera di x\ supponiamo per esempio che si 
trovi in essa il termine r mo p r _ l a n-r+, •, cioè, supponiamo chep r _, 
non sia zero. Dinoti q il valore numerico del più grande dei coeffi- 
cienti p r , p T+ %, ■••P n - La somma di tutti i termini che seguono il 
termine r mo non può eccedere q (.r n_T '+x n “ r_, + . . . + a; -t- 1) , cioè, 

T n-r+i _ j 

q- » . Il rapporto del termine r m0 a questa somma è 




cioè, 


Tì (x 1 ì 

— r ~' , r v Prendendo x sufficientemcn- 

q — qx (" r+i > 


te grande, il numeratore si può rendere tanto grande quanto ci 
piace, ed il denominatore tanto prossimo a (/ quanto ci piace; cosi 
il rapporto si può rendere tanto grande quanto ci piace. 


Questo dimostra la prima parte della proposizione. Per dimostrare 

1 

la seconda parte si ponga x = - , allora otteniamo la serie 


V n ÌPo+P^+Pì^ 2 + •••+?«-! 2/" '+P»y ft |* 

Dobbiamo ora dimostrare che prendendo x sufficientemente pic- 
colo, cioè prendendo y sufficientemente grande, ogni termine p r y r 
che si trova nell’espressione si può fare che serbi un rapporto tanto 
grande quanto ci piace alla somma dei terminip 0 +p 1 l/+. ••+P r -dJ r ~ i * 
che lo precedono; questo è stato già dimostrato nella prima parte. 


15. Una delle prime quistioni che si possono presentare nella 
teoria dello equazioni si è se debba esservi una radice per ogni 

2 
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equazione ; e daremo ora alcune proposizioni semplici che stabili- 
scono l'esistenza di una radice in alcuni casi. Avremo bisogno di 
un teorema che sovente è ammesso come evidente, ma che può es- 
sere dimostrato nel modo esposto nell’Articolo seguente. 


1G. Sia f (x) una funzione razionale intera di x, e siano f(a) t 
f(b) i valori di f(x) corrispondenti ai valori a e b di x ; allora va- 
riando x da a a b la funzione f(x) varierà da f(a) ad f(b), e pas- 
serà per ogni valore intermedio. 

Sia assegnato ad x un valore qualunque c, e sia f(c) il corrispon- 
dente valore di f(x)', sia c + h un altro valore assegnato ad x\ al- 
lora prendendo h sufficientemente piccolo f(c + h) si può far diffe- 
rire tanto poco quanto ci piace da f(c). Infatti 


r(c+h)=f(c)+hr(c) +il ne) +. ..+ ^r n -' r n (c). 


Allóra, per l’Art. 14, prendendo h sufficientemente piccolo, il pri- 
mo termine della serie hf'(e), - — f'( c ), j-j f"' (c) , . . . che non sva- 


nisce, si può far contenere la somma di tutto ciò che lo segue tante 
volte quante ci piace, e prendendo h sufficientemente piccolo que- 
sto termine stesso si renderà tanto piccolo quanto ci piace. Quindi 
f(c + h) — f (c) si può rendere tanto piccolo quanto ci piace pren- 
dendo li sufficientemente piccolo. Questo mostra che al variare di 
x, f(x) varia gradatamente, sicché se f(x) prende un valore qualun- 
que per un valore assegnato ad x, essa prenderà un altro valore 
tanto vicino al primo quanto ci piace, prendendo un altro valore 
di x sufficientemente vicino al valore assegnato. Quindi variando 
x da a a b, la funzione f(x) deve passare senza alcuna interruzione 
dal valore f(a) al valore f(b)\ poiché asserire che vi possa essere 
interruzione equivarrebbe ad asserire che f(x) possa prendere un 
certo valore, e non possa prendere un secondo valore tanto vicino 
al primo quanto ci piace. 


17. Nell’Articolo precedente non asseriamo che f(x) cresca sem- 
pre da f(a) ad /"(&), o decresca sempre da f(a) ad f(b)\ essa può 
essere alle volte crescente ed alle volte decrescente. Ciò che asse- 
riamo si è, che essa passi senza alcun subitaneo cambiamento di va- 
lore, dal valore f(a) al valore f(b). È questa una proposizione di 
grande importanza, c forse riflettendovi lo studente la troverà quasi 
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i 

evidente, fì chiaro che f(x) ha un certo valore finito per ogni valore 
finito assegnato ad x\ inoltre abbiamo dimostrato che un cambia- 
mento indefinitamente piccolo in x può produrre solamente un cam- 
biamento indefinitamente piccolo in f(x), sicché non vi può essere 
alcuna interruzione nella successione dei valori che prende f(x). 

18. Lo studente che ha conoscenza della Geometria analitica tro- 
verà utile ed interessante il dilucidare questo soggetto immaginan- 
do descritte delle curve per rappresentare le funzioni. Così f(x) sia 
dinotata con y, sicché y—f{ x) possa intendersi essere l’equazione 
di una curva ; allora supponendo descritta questa curva per la parte 
compresa tra x=a ed x — b, si ottiene una buona idea della neces- 
saria sequela nei valori presi da f(x) tra i valori f(a) ed f(b). 

Si deve osservare che noi non limitiamo a, b, f(à), f(b), ad es- 
sere quantità positive; e per valori intermedii fra [(a) ed f(b) inten- 
diamo intermedi - ! nel senso algebrico; cioè ogni quantità z che rende 
z — f(a) ed f(b) — z dello stesso segno è intermedia tra f(a) ed f(b). 

19. Se due numeri sostituiti per x in una espi'essione f (x) razionale 
intera danno risultati di segni contrarii, una radice almeno dell' equa- 
zione f (x) = 0 è compresa tra questi valori di x. 

Dinotino a e b i due numeri; allora f (a) ed f (6) hanno segni con- 
trarii. Per l’ Art. 10, mentre x varia gradatamente da a a 6, l’e- 
spressione f(x) passa senza alcuna interruzione di valore da f(a) 
ad f(b)\ ma poiché [(a) ed f(b) sono di segni contrarii il valore 
zero è compreso tra essi, sicché f{x) deve essere eguale a zero per 
qualche valore di x tra a e b ; cioè, vi è una radice dell’equazione 
f(x) = 0 tra a e b. 

Noi non diciamo che vi è solamente una radice. E non diciamo 
che se f(a) ed f(b) sono dello stesso segno non vi sarà alcuna ra- 
dice dell’equazione /'(x) — 0 tra a e b. 

> 

20. Un' equazione di grado dispari ha almeno una radice reale. 

. Sia l’equazione dinotata da f(x)=0, in cui 

f(x) =p 0 X n + p t x H -' -j- ... +p n ,. r c + p n , 
ed n è un numero dispari. 

Quando x è sufficientemente grande il primo termine di fx), o 
sia p Q x n , sarà maggiore della somma di tutto il rimanente per 
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l’Art. 14, c quindi il segno di f(x) sarà lo stesso che il segno di p,fC n . 
Così, prendendo x sufficientemente grande, il segno di f(x) si può 
fare simile al segno di p 0 quando x è positivo, e contrario a quello 
di p 0 quando x è negativo. Poiché dunque f(x) cambia il suo segno 
mentre x passa da un convenevole valore negativo ad un convene- 
vole valore positivo, vi deve essere qualche valore intermedio di x 
che fa svanire f(x ); cioè, vi dove essere qualche radice reale dell’e- 
quazione f(x) =0, 

Possiamo determinare se questa radico è positiva o negativa. In- 
fatti quando poniamo zero per x il segno di f ( x ) è lo stesso che 

quello di p n . Così se p n op 0 hanno lo stesso segno, sicché — è po- 

P o 

sitivo, vi sarà certamente una radice negativa dell’equazione f(x)=0\ 

P 

o se p n e p 0 hanno segni contrarii, sicché — è negativo, vi sarà 

Po 

cortamente una radice positiva dell’equazione f(x)= 0. Così se un’e- 
quazione sia di grado dispari, e sia messa nella sua forma più sem- 
plice dividendo pel coefficiente della più alta potenza di x, es- 
sa avrà una radice reale di segno contrario a quello dell’ ultimo 
termine, 

21. Un’ equazione di grado pari che è nella sua forma più semplice, 
ed ha il suo ultimo termine negativo, ha almeno due radici reali di se- 
gni contrarii. 

Sia f(x) = t) l’equazione - , allora quando x è zero, f(x) è negativa 
per supposizione. Quando x è sufficientemente grande f(x) è posi- 
tiva, sia x positivo o pur negativo. Così vi é qualche valore nega- 
tivo di x che fa svanire f(x), ed ancora qualche valore positivo di 
x che fa svanire f(x). Cioè, l’equazione f(®) = Q ha certamente una 
radice negativa ed una radice positiva. 

22, Se l'espressione razionale intera f(x) consiste di un gruppo di 
termini in cui i coefficienti sano tutti di un segno, seguito da un grup- 
po di termini in cui i coefficienti sono tutti del segno contrario, l'equa- 
zione f(x)=0 ha una radice positiva e solamente una radice positiva. 

Per gli Art. 20 e 21 l’ equazione f(x) = 0 deve avere una radico 
positiva; vogliamo dimostrare che essa ha solamente una radice po- 
sitiva. 
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•Sia f (x) =p 0 x n -bp,* 71-1 +p ì v n ^ i + ... +V n -ì x +Pn- 


Si suppongano i coefficienti p Q , p, , ...p r tutti positivi, ed i rima- 
nenti coefficienti negativi; siap r+ ,=-/ > r4 . ( ,/) r+ ,=—/ > r+I , 

Allora possiamo scrivere f(x) così, 


f(x)=x n - T \p 0 .v r +p l x T *+py- i +...+p r --r±l - : 



L’espressione p 0 a? +p ì x r ~ ì -\-p t T^ 2 + • • . -b p T cresce .al crescere di x, 
a meno che non sia r=0, ed allora essa rimano costante; 1’ e- 

p p p 

spressione + . . . + diminu isce ai crescere dii. Così 

X X * x n 

mentre x cresco da zoro in avanti, le due espressioni non possono 
essere eguali più di una volta. Cioè, f(x)~ 0 ha solamente una ra- 
dice positiva. 


La dimostrazione sarà la stessa se supponiamo il primo gruppo 
di coefficienti negativa ed il secondo positivo. 


23. A prevenire qualche errore sarà utile di porre attenzione ai 
risultati precisi ottenuti negli ultimi tre Articoli. 

Nell’ Art. 20 si è dimostrato cho l’equazione considerata ha al- 
meno una radice reale; non si è dimostrato cho essa ne abbia sola- 
mente una. Nell’ Art. 21 si è dimostrato che l’equazione conside- 
rata ha almeno due radici reali; non si è dimostrato che essane ha 
solamente due. Nell’ Art. 22 si è dimostrato che l’equazione consi- 
derata ha una radice positiva e solamente una radice positiva: non 
si ò dimostrato che essa non ha alcuna radice negativa. 


24. Le proposizioni negli Art. 20, 21, e 22, circa l’esistenza di 
radici in alcuni casi, dipendono dal fatto di poter noi dimostrare 
che f(x) è sottoposta ad un cambiamento di segno o a cambiamenti 
di segno. Non possiamo viceversa conchiudere che se f(x) non 
cambia mai il suo segno per una certa serie di valori di x non vi è 
alcuna radice dell’equazione f(x) = 0 in quella serie di valori di x. 
Si prenda per esempio x ì — 6# + 9; questa espressione non cambia 
mai il suo segno, e puro essa svanisce quando #=3: l’espressione 
è eguale ad (& — 3)*. Ma se l’equazione /'(#)= 0 non ha alcuna ra- 
dice compresa in una serio assegnata di valori di x siamo sicuri che 
f (x) non cambia mai il suo segno per quella serio di valori di x. 
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Le proposizioni seguenti intorno all’assenza di radici si trove- 
ranno essere di verità manifesta. 

(1) Se i coefficienti in f(x) sono tutti positivi, l’equazione f(x)=0 
non ha alcuna radice positiva. 

(2) Se tutt’i coefficienti delle potenze pari di x in f(x) hanno un 
segno, e tutt’i coefficienti delle potenze dispari di x il segno con- 
trario, l’equazione f(x) =■ 0 non ha alcuna radice negativa. 

(3) Se f(x) contiene solamente potenze pari di x ed i coefficienti 
sono tutti dello stesso segno, l’equazione f(x )^ 0 non ha alcuna 
radice reale. 

Si suppone in questo caso che vi sia un termine indipenden- 
te da x. 

(4) Se f(x) contiene solamente potenze dispari di x edd coeffi- 
cienti sono tutti dello stesso segno, l’equazione f(x)= 0 non ha al- 
cuna radice reale eccetto #=0. 

Si suppone in questo caso, naturalmente, che non vi sia alcun 
termine indipendente da x. 

Diciamo in questi due ultimi casi che l’equazione non ha alcuna 
radice reale, e non diciamo che l’equazione non ha alcuna radice, 
poiché sappiamo, per l’Algebra, che in virtù di alcune convenzioni 
un’equazione può in alcuni casi avere radici immaginarie. Ed in 
fatti passeremo ora a dimostrare che radici immaginarie debbono 
esistere. 


11. SULL’ESISTENZA DI UNA RADICE. 


25. Dimostreremo ora che ogni equazione razionale intera ha 
una radice, o reale o pure della forma a +6 V— 1 , in cui a e b sono 
reali; una tale espressione a+ b V— 1, in cui a e b sono reali, la 
chiameremo una espressione immaginaria. Cioè, quando adoperia- 
mo la parola immaginaria intenderemo sempre che l’espressione 
alla quale applichiamo questa parola è della forma a+b \l — 1 , in cui 
a e b sono reali. 

26. Si suppone che lo studente sappia che in virtù di alcune con- 
venzioni, le espressioni immaginarie si possono usare nelle ncer- 


sull’esistenza di una radice. 
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che algebriche, o si possono stabilire teoremi rispetto ad esse. Co- 
si, per esempio, il valore positivo della radice quadrata di a 2 +b ! 
si chiama il modulo di ciascuna delle espressioni a -pò v — 1 ed 
a — fc\/— t; e con questa definizione possiamo dimostrare che il 
modulo del prodotto di due espressioni immaginarie è il prodotto 
dei moduli di queste due espressioni. Infatti il prodotto di a+bsj—l 
ed a' + b'\l — 1 è aa' — bb' + (ab'+a'b) V — 1, ed il modulo di questo 
è il valore positivo della radice quadrata di (aa'—bb')* + (ab'+a'b)-, 
cioè, di (a 2 + b 2 ) (a' 2 + fc' 2 ) ; cioè, il modulo è il prodotto dei mo- 
duli delle due date espressioni. Ancora un’espressione immaginaria 
a-t-bV—1 si considera svanire quando a e b svaniscono; cioè, 
un’espressione immaginaria svanisco quando il suo modulo svani- 
sce. Così, per quello che or ora è stati) dimostrato, se il prodotto 
di due espressioni immaginarie svanisce, il modulo di una dello 
espressioni deve svanire; sicché se riprodotto di duco più espressioni 
immaginarie svanisce, una delle espressioni stesse deve svanire ; c se una 
delle espressioni svanisce il prodotto svanisce. 

27. Lo studente che non ha messo attenzione al soggetto dello 

espressioni immaginarie può consultare l'Algebra. La dimostrazione 
però che ogni equazione ha una radice, reale o immaginaria, alla 
quale ora passiamo, è alquanto difficile; lo studente perciò nel leg- 
gere questo soggetto per la prima volta può ammettere la proposi- 
zione , e riservare il resto di questo Capitolo per futura consi- 
derazione. . 

28. Dimostreremo in prima che una radice, reale o immaginaria, 
esiste per ciascuna delle quattro equazioni seguenti; 

x n = 1 , x n = —l, x n =z+\/—l, x n — — V —1 • 

(1) x n —\. K chiaro che x~ì è una radice di questa equazione. 

(2) a- n =— 1. Se nè un numero dispari è chiaro che x—— 1 è 
una radice di questa equazione. Se n è un numero pari si suppon- 
ga eguale a 2 m\ dobbiamo allora dimostrare che vi è una soluzione 
di x tm =— 1; ciò equivale .a dimostrare che vi è una soluzione di 

x m = ± V — 1, ed ò perciò incluso nei due casi seguenti. 

(3) #"=-}- v — 1. Se n è un numero dispari esso deve essere di 
una delle due forme 4m+ 1 e \m+ 3; nel primo caso -f V— 1 è una 
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radico, poiché (-f- V — l)* m+i — + \J — t , e nel secondo caso — V— 1 
é una radice, poiché (— V— l) 4BI+3 = + V — 1 . Se n é un numero pari 
si supponga eguale ad mp, in cui in è un numero dispari, e p è una 
potenza di 2, facciamo 2^. Si ponga y — P, allora l’equazione 
ai mp =4- V — 1 può essere scritta ?/. m = + V — 1 , e per ciò che ò statò 
già dimostrato + V — 1 o — V— 1 è un valore convenevole di y, se- 
condo che vi è della forma 4r+ 1 .o Ir + 3. Dobbiamo quindi tro- 
vare un valore di x che soddisfi xP = + V — 1 o xP—— V — 1, in cui 
p — 2 9 . Il valore richiesto si può ottenere con l’Algebra ordinaria. 
In fatti si prenda la radice quadrata di + V — 1 o di — V — 1; ciò da- 
rà un’espressione della forma a + pv — 1, in cui a e ^ sono reali; 
si prenda la radice quadrata di a + ^ V — 1 , la quale darà una simile 
espressione; e cosi di seguito; si vegga V Algebra. Cosi dopo q estra- 
zioni di radice quadrata arriviamo ad un’espressione a+b \ —i, tale 
che (a-f b\l — 1)" = + V — 1 o =— V — 1. 

(4) = 

Questo caso è trattato come (3). Se » è un nu- 
mero dispari, — V — 1 o + V — 1 è una radice, secondo che n è della 
forma km -fio 4m + 3. Se n è un numero pari si supponga eguale 
ad mp, in cui vi è un numero dispari e p = ‘2l, e si proceda come 
sopra. 

29. Ogni equazione razionale intera ha una radice reale o imma- 
ginaria. 

Sia f(x)=p 0 x n +p t xP-'+p i iP" t +...+p n _ ì x' t +p n _ t x+p n , in 
cui i coefficienti p 0 , p, , ... p ;i _ 2 , p n _, , p n possono essere reali o im-_ 
maginarii; dobbiamo dimostrare che l’equazione f(x) — 0 ha una 
radice reale o immaginaria. Se un’ espressione immaginaria si so- 
stituisce per x in f (x ) , otterremo un risultato della forma U+V\ — 1 , 
in cui U e V sono quantità reali, ed abbiamo a dimostrare che vi 
deve essere un’espressione immaginaria che renderà 17= 0 c K=0. 
Ciò dimostriamo nel seguente modo. Poiché Z/ 2 +l' 2 è sempre una 
quantità reale positiva, so essa non può essere zero vi deve essere 
un suo valore che non è maggiore di qualche altro valore, cioè, vi 
deve essere un suo valore che non può essere diminuito; ma di- 
mostreremo ora che se t/ 2 -|-r 2 ha un valore qualunque diverso da 
zero noi possiamo diminuire quel valore per mezzo di un convene- 
vole cambiamento nell'espressione che si è sostituita per sicché 
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no segue che Z/ 2 -H' 2 deve essere capace del valore zero, cioè, Ue V 
debbono svanire simultaneamente. 

Si supponga un valore particolare assegnato ad x, o sia a+fc sj— 1 ; 
allora f(x) diventi P+Q\ — 1, in cui P e Q non sono tutti e due 
zero. Si ponga ora a-f W — 1 per x in f(x)\ il valore che allora 
prende f(x) si può trovare sviluppando prima f(x+h) secondo le 
potenze di h, e poi ponendo a + b^J — i pera:. Supponiamo adunque 


hi i t n 

r(x+h)=x+hx'+^x" + +j^P 0 [«. 

in cui .V, A", X", ... sono funzioni di x\ si vegga l’Art. 10. Si pon- 
ga a + òV — 1 per x, allora X diventa P-f Q\t — 1. Alcuni dei coelli- 
cienti X r , X rr , ... possono svanire per questo valore di x, ma essi 
non possono tulli svanire, poiché l'ultimo coefficiente, che è quello 
h 11 

di — , è p 0 [n. Si supponga h m la più piccola potenza di h per la quale 
1 

il coefficiente non svanisce, e' si dinoti il- coefficiente di h m con 
/? -j- .5 V — 1 sicché lì ed S non sono tutti e due zero. Cosi quando 
a + b V— T + h si sostituisce per x la funzione f (x) diviene 

P + Q T + (/? + S V^I) h m + ..., 


in cui i termini non espressi possono contenere sol ame nte potenze 
di h superiori ad h m . Si dinoti questo con P' + Q' V — 1. 

Sia h — zl, in cui e è una quantità reale positiva. Per P Art. 28 é 
in nostro potere di prendere t in modo che t m sia + 1 o — 1 ; cosi 
possiamo fare 

p' + Q' /ZI = P + Q \^l ± (fl + S é"‘+ .... 

sicché P' = P±/?£ m +... , 

Q' = Q±Sz m + ... , 

e />'* + <p = P* + (?»± 2 (Pfl + QS) e w + ... , 


in cui i termini non espressi possono contenere solamente potenze 
di s superiori ad £”*. 

Ora £ può essere presa tanto piccola che il segno di tutt’ i ter- 
mini contenenti £ nel valore di P' 2 -f Q'- sarà lo stesso che il se- 
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gno di ±2 (PR +-QS) s" 1 , purché PR +• QS non sia zero; si regga 
l’Art. 14. 

Supporremo primieramente che PR+QS non sia zero. Allora il 
segno di P' i -\-Q' i —P ì —Q ì è lo stesso che il segno di ±2 (PR+QS)e m . 
quando S è presa sufficientemente piccola; e possiamo ritenere che 
questo segno sarà negativo supponendo che t m sia — 1 o + 1 , se- 
condo che PR+ QS è positivo o negativo. Possiamo quindi rendere 
p'ì q'ì minore di P t + Q % . 

Supponiamo ora che PR+ QS sia zero. Allora invece di prendere 
t m = i 1 , si prenda l m = ± \l — 1 . Procedendo corno sopra otter- 
remo 

P' -f Q' = P+ Q \/~ì i (ff + $ \ r ^ì) E m V^T + ... , 
sicché P' = P Sz m -f ... , 

Q’= Rz m + ... , 

e P'i+ 0*±2 (QR-PS) S m + ... , 

in cui i termini non espressi possono contenere solamente potenze 
di e superiori ad e’". 

Ora (PR+QS) t + (QR~PS) i =(P i +Q ì )(R t +S 1 )\ o questo non può 
essere zero, poiché per supposizione P ì +Q t non è zero, ed R ì + S t 
fu dimostrato essere differente da zero. Cosi poiché PR+QS è zero, 
QR—PS non è zero. Quindi il segno di P' 4 + Q' i — P i — Q 1 sarà lo 
stesso che il segno di ±2(0/?— PS)z n quando E è presa sufficiente- 
mente piccola; e possiamo ritenere che questo segno sarà negativo 
supponendo che /”* sia — V - 1 o 4- V— 1, secondo che QR—PS è 
positivo o negativo. Possiamo quindi rendere P'* + Q'* minore di 
/*+£?*• 

» Abbiamo cosi dimostrato che quando L n -f V* ha un valore qua- 
lunque diverso da zero possiamo diminuire questo valore per mezzo 
di un convenevole cambiamento neU’espressiono che si è sostituita 
perx; cioè, 0*+ 1’* non è suscettibile di un valore, positivo che non 
possa essere diminuito; quindi, come abbiamo già annunziato, deve 
essere possibile che siano U — 0 e K = 0 simultaneamente. 

30. Rimane a far vedere che a e b nell’espressione a + éV— 1, 
che è il valore di r che fa svanire f(r), sono finiti. 


Digitized by Google 



Abbiamo !\x) = Pa s* jl + -£l- + _£* + ... + -£a.l 
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Si sostituisca a-f&V — 1 por a-, allora f(x) diviene 

i» 0 («+*V^T)*j 1 + 


Pt 


+ 


Pi 


... + 


p 0 (a + b\l~l) + 1)* 
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Si prenda uno qualunque dei termini della serie entro le paren- 
tesi, per esempio, quello che contiene p z \ abbiamo 


p t p 0 (a — b\t — 1)*_ p i (a i -b i ) ì Pj ab \' — 1 

T)* J , «( a *+ 6 *) 1 P#(« s + 6 *) a j>o («*+&*)* 

= .4. -f B V — 1 , poniamo. 

Allora 6 evidente che A e D diminuiscono senza limite quando 
a e b crescono senza limite. Cosi dinotando il valore di f(x) quan- 
do r=(t+W— 1 con U+ l'V— 1 , abbiamo 

U + V yTTl =P 0 ( a+b \ r ^ì) n j ì + A' + lì' s/~[ | , 

in cui A’ e li' diminuiscono senza limito quando a e b crescono 
senza limito. 

Se poniamo a — b V — 1 per x otterremo un risultato che può es- 
sere dedotto da quello ora dato cambiando il segno di \/— 1: cosi 

U-V yf^ì = p 0 ( a - b \l~ T)« { 1 + ,1' - B’ s!~\ j ; 

quindi U 2 + V 2 = P 2 (a 2 + b*) m { (i + A')* + B' 2 j , 

e questo cresce senza limite quando a e b crescono senza limi- 
te; poiché - il fattore (a 2 + b 2 ) H cresce senza limite, ed il fattore 
(i+A') 2 + B" 1 tende all’unità come suo limite. Cosi U 2 +V 2 non può 
svanire quando a e 6 sono indefinitamente grandi, o pure quando 
uno di essi è indefinitamente grande. 
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sull’esistenza di una radice. 


31. Si sarà osservato nella dimostrazione dell’Articolo 29, che i 
coefficienti dell’ equazione proposta possono essere reali o immagi- 
narii. Nondimeno nella parte seguente di questo libro supporremo 
sempre i coefficienti essere reali a meno che non sia indicato il 
contrario. 

32. La dimostrazione, data in questa Capitolo dell’ esistenza di 
una radice di un’equazione è detta la dimostrazione di Cauchy. 11 
soggetto è stato di nuovo discusso recentemente dai matematici, e 
due memorie su di esso si troveranno nel decimo Volume delle 
Transazioni della Società Filosofica di Cambridge, l’una del si- 
gnor De Morgan, e l’altra del signor Airy; vi è un supplemento a 
quest’ultima. Apparisce dalla memoria del signor de Morgan che la 
dimostrazione conosciuta come di Cauchy era stata precedentemente 
data nella sostanza da Argand. 

Possiamo indicare brevemente un’obiezione che alcune volte & 
stata mossa contro la dimostrazione di Cauchy. Si è detto essere 
concepibile , fino a ohe non si dimostri il contrario x che L Ti +V 2 si possa 
avvicinare indefinitamente ad un limite maggiore di zero senza mai 
raggiungere questo limite. Ma questa obiezione si può rimuovere por 
mezzo dell’ Art. 30. Stia z per £/*q-l' 2 , cioè, per 

f(a+b *T^Ì)xr{a-b V^T); 

allora sappiamo che z è finita per valori finiti di a e è, ed infinita 
per valori infiniti di a e b. Quindi il minimo valore di z deve aver 
luogo quando a e b hanno valori finiti; e se il minimo valore di z 
non fosso zero la dimostrazione dell’ Art. 29 sarebbe contradetta. 

Lo studente che conosce gli Elementi della Geometria a tre di- 
mensioni troverà vantaggio supponendo a, b, e z essere coordinate 
di un punto nello spazio, ed immaginando la superficie determinata, 
dalla relaziono 

z = f(a + b V— 
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III. pkopkietA DELLE EQUAZIONI, 


33. Ogni equazione ha tank radici quante ha dimensioni, e niun'al- 
tra di più. 

Si supponga l’equazione essere dell’« ro# grado, c si dinoti con 
f(T)—0, in cui f(x)=p u 3*+p t x n ~*+ p t r n ~ t + +Pn-t*+P, t - Pel Ca- 

pitolo II. l’equazione f(x)—0 ha una radice reale o immaginaria; 
dinoti a, questa radice. Quindi /'(a - ) è divisibile per x — a t , per 
l’Art. 6; sicché f(x)=:(x—a l )tf ì (x), in cui ®,(.r) è una funziono alge- 
brica razionale intera di x dell’ (n— l)"** grado. Ancora pel Capito- 
lo II. l’equazione o,(a:)=0 ha una radice reale o immaginaria; di- 
noti a t questa radice. Quindi o,(#) è divisibile por x— a t , per l’Art. 6; 
sicché (f t (x)—(x— ajc^x), in oui cp»(.r) è una funzione algebrica razio- 
nale intera di x dell’(n— 2) mo grado. Quindi f (x)=(x—a t )(x—a ì )^ ì (.r). 
Procedendo in questo modo otterremo n fattori di f(x) dinotati da 
x—a t , x —a t ,...x—a n \ ed il solo altro fattore deve essere p 0 poiché 
il coefficiente di x n in f (x) è p 0 . Cosi 

f(?) —Po( x ~ a l) i x a g) (*-«*) (*-«„)• 

Quindi l’equazione f(x)= 0 ha n radici, poiché f(x ) svanisce quan- 
do poniamo per x una qualunque delle n quantità a, , a t , a n . 

E l’equazione non ha più di n radici, poiché se attribuiamo ad x un 

valore c che non è uno degli n valori a,, a,, a n , il valore di 

f(x) diviene 

P 0 (c-a t ) («-«*) (c-o 3 ) (c-aji 

questo non è zero poiché ogni fattore è diverso da zero ; ed il pro- 
dotto di fattori reali o immaginari! non svanirà se niuno dei fattori 
svanisce; si vegga l’Art. 26. 

31. Le radici nell’Articolo precedente sono tutte o reali, o della 
forma a+b — 1, in cui a e b sono reali. Ed alcune delle radici 
a t ,a ì ,...a H possono essere eguali sicché non vi sono necessariamente 
n radici differenti di un’equazione dell’n" 10 grado. Lo studente può 
essere forse disposto a porre in dubbio la proprietà dellesprcssiono 
che un’equazione dell’ n mo grado ha sempre n radici, quando queste 
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radici non sono necessariamente tutte differenti. Però si è trovato 
conveniente di considerare che un’equazione dell’n mo grado ha sem- 
pre n radici, benché alcune delle radici possano essere eguali; ap- 
punto come nell’algebra ordinaria si ò trovato conveniente di par- 
lare dell’equazione quadratica ax- 4- bx + c — 0 come avente due ra- 
dici eguali quando b 1 = ’ioc, piuttosto che di avere allora solamente 
una radice. 

35. Il solo Articolo precedente del libro che può essere del tutto 
modificato dalla considerazione della possibilità di radici eguali, 
che è stata ora introdotta, é l’Articolo 22, In quell’ Articolo si ò 
dimostrato che un’equazione di una certa forma non può avere 
due radici positive diverse, ma la dimostrazione ivi data non escludo 
la possibilità di una seconda radice o di più radici eguali alla radice 
che necessariamente esiste. Non pertanto dopo che avremo dimo- 
strato la regola dei segni di Descartes sarà manifesto che l’equazione 
in quistione può avere solamente una radice positiva senza alcuna 
ripetizione, 

36. Se conosciamo una radice a, dell’equazione f(x)z= 0 sappia- 
mo che f(x) = (x — a t )tf t (x) in cui cp,(x) è una funzione di x di un 
grado inferiore ad f(x)\ e le rimanenti radici dell’equazione f(x )— 0 
si possono trovare se possiamo risolvere l’equazione {p,(a;)=:0 che 
è di un grado inferiore all’equazione f (r) = 0 . Similmente se cono- 
sciamo due radici a, ed a t dell’equazione f(x) — 0 sappiamo elio 
f(x) = (x — a,) (a; — a ì )tf ì (x) in cui <f t (x) é una funzione di x di duo 
gradi inferiore ad f(x)\ e le rimanenti radici dell’equazione f(x)—0 
si possono trovare se possiamo risolvere l’equazione cp 2 (.r) = 0, elio 
è di due gradi inferiore all’equazione f(x) = 0. E cosi di seguito. 

37. Se f(x) è una funzione algebrica razionale intera di x dell’n m '» 
grado, abbiamo dimostrato che f(x) deve essere capace di risoluzio- 
ne in n fattori del primo grado, sicché 

/ (■*•) = Po ( x ~ «») (* - «i) (»-«„). 

in cui o, , <i 2 , a n sono reali o immaginarie. Si deve osservare 

cliG vi è un solo sistema di fattori nei quali f(x) può essere risoluta; 

questo si é già manifestato quando- le quantità a,, n 2 , a„ sono 

tutte disuguali, ma rimane ancora ad essere dimostrato che quando 
alcune delle quantità <i, , a» ...... a n sono eguali, f(x) non può es- 
sere formata in differenti maniere nelle quali gli stessi fattori si 
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trovino con esponenti diversi. So è possibile si supponga clic 

f (*) = P„ (•» - « / (* - «a'/ (* ■ - ■ «»/ 

ed anche f (ai) =p 0 (x —a^f (x — a^ 9 (x — a a ff 

Si supponga r maggiore di p; allora dividendo per (a;— a,)? abbiamo 

Po (*- «i) r " ? (* -a*)* (*- a,)‘ =s p 0 (x - a 2 )* (j - a 3 )f. 

Ora il primo membro svanisce quando a;— a,, ma non cosi il secon- 
do membro; le espressioni quindi non possono essere identiche, e 
quindi f(.r) non può ammettere più di un sistema di fattori. 

38. Se una funzione razionate intera di x dell’ n mft grado svanisce 
per più di n differenti valori di x ogni coefficiente nella funzione deve 
essere zero , sicché la funzione deve essere zero per ogni valore di x. 

Infatti se ogni coefficiente nella funzione non é zero la funziono 
non svanirà per più di n valori differenti di x, sicché se la funzione 
svanisce per più di n valori differenti di x ogni coefficiente nella 
funzione deve essere zero. 

39. La dimostrazione nell’Articolo precedente fa dipendere la 
proposizione dal fatto che un’equazione deirn m<> grado ha n radici, 
e cosi in ultimo dalle investigazioni del Capitolo II. Possiamo però 
stabilire la proposizione con unapruova induttiva che non richiedo 
le investigazioni del Capitolo II. 

Si supponga vero che quando una funzione di x dell’ n ra0 grado 
svanisce per più di n valori differenti di x ogni coefficiente nella 
funzione è zero; e cerchiamo di dimostrare che quando una funzio- 
ne di x dell’(n-(- l) ,no grado svanisce per più di n + 1 valori diffe- 
renti di x ogni coefficiente nella funzione è zero. 

Sia f (r) = <? 0 r ,H 1 + q t x n + q^' + + <?„* + q n+ < , e si sup- 

ponga che più di n + 1 valori di x facciano svanire f(x). Sia a uno 
di questi valori sicché f(a) = 0 . Allora f(x) = f(x)—f(a) 

=q 0 (x , ‘ +ì —a n+l )+q i (x ,l -a n )+q 2 (x n ~ i -a n - , )+.. . . . .+q H (x-a) . 
Questo può essere scritto nella forma 

f(x) = (x-a)o(x), 

in cui (f(x) é una funzione di r dell* grado. Poiché allora vi 
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sono più di n valori differenti ili x, oltre di a, che fanno svanire 
f(r), vi sono più di n valori differenti di x che fanno svanire ip(.r); 
quindi per la supposizione ogni coefficiente in o(.r) è zero. Ora per 
l’ Art. 7, 

? ( x ) =7 0 r n + (Q 0 a + 7,) X n ~ x + (?„«* + q,a + q t ) .r n '*+ ; 

cosi 7 o = 0 poiché il coefiìciente di x n é zero, quindi ij,= 0 poiché 
il coelficiente di 2 - n ' M è anche zero, quindi q t — 0 poiché il coefli- 
ciente di x n ~* è anche zero, e cosi di seguito. 

Così ogni coefficiente in f(x) è zero. 

Ciò stabilisce la proposizione, poiché sì sa essere vera per le 
espressioni del primo e del secondo grado. 


40. Se f(x) é una funzione di x delibi" 10 grado abbiamo dimostrato 
che f(x) può essere risoluta in n fattori dei primo grado. Ciascuno 
di questi fattori dividerà f(x) sicché f(x) ammetterà n divisori del 
primo grado. Similmente siccome il prodotto di due qualunque dei 
fattori del primo grado contenuti in f (x) sarà un fattore del secon- 

n (n — 1 ) 

do grado contenuto in f(x), ne segue clic f(x) ammetterà — 


divisori del secondo grado. Procedendo cosi vediamo che f(x) am- 
metterà tanti divisori deU’r mo grado quante sono le combinazioni 

n(n— 1 ) . . . (ri— r-f 1 ) 


di n cose prese ad r per volta, cioè, f(x) ammetterà 
divisori deirr" 10 grado. 


Li 


Ma si deve rammentare che i divisori di qualsivoglia grado, per 
esempio il secondo, non saranno necessariamente lutti differenti, 
poiché i fattori del primo grado in f(x) non sono necessariamente 
tutti differenti. La proposizione però mostra che non vi possono es- 
sere più di — L — * ’ — * L divisori differenti dell’ r 010 grado. 

Il 


41. In un’ equazione con coefficienti reali le radici immaginarie si 
trovano a coppie. 

Sia f(x) una funzione razionale intera di x nella quale i coeffi- 
cienti sono tutti reali; allora se a f £ sj — 1 è una radice dell’equazio- 
ne f (x) — 0 anche a - p V— 1 *' una radice. 
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Infatti quando et -f (j V — t si pone per x la funzione f ( x ) prende 
la forma P 4- Qfy V— 1, in cui P e 0 contengono potenze pari di 
Questo è chiaro, poiché se si sviluppa un’espressione come x T , in 
cui ;r = a + £ì V — I, le potenze pari di daranno origine a ter- 

mini reali, sicché V— i si troverà solamente, in unione con le po- 
tenze dispari di E siccome i coefficienti in f (x) sono supposti reali 
V— 1 non si può trovare eccetto che con qualche potenza dispari 
di Se allora a — — 1 si sostituisce per x in f(x) il risultato si 

otterrà cambiando il segno di £ nel risultato ottenuto sostituendo 
a-fp V — I per x\ il risultato é quindi P— Q'f, V — 1. 

Ora si supponga che i + r f> V— 1 sia una radice di f(x)— 0; allora 
P+ Q% \l ~ 7 = 0, 

o, siccome una quantità reale P non può essere eguale ad una quan- 
tità immaginaria — — 1, ciò richiede 

i> = 0, e 0 = 0. 

E quindi a — (i V— 1 é anche una radice di f(x) =0. 

\ì. Cosi se f (x) è una funzione razionale intera di f(x) con coef- 
ficienti reali, ed ha un fattore x—a i in cui «, = a+^ V— i , essa ha 
anche un fattore x — a t in cui a t — a — 1. Il prodotto dei due 

fattori x — a — £ V — 1 od x — a + ^V— 1 , è (ir — a) 2 + f 2 , o sia 
x- — 2ar+a 2 -t -£ 2 ; cioè, il prodotto é un fattore quadratico reale. 

43. Siamo cosi giunti al risultato che ogni funzione razionale in- 
tera di x con coefficienti reali può essere riguardata come il pro- 
dotto di fattori reali, semplici o quadratici; e clic il sistema di tali 
fattori è unico per ogni funzione data. Cosi f(x) deve essere della 
forma (x — a) (x — b) (x — c) . . . (x — k) a ( x ) , in cui a, b, c, ...k sono 
tutte le. radici reali di f (x) = 0 , c c (x) é una funzione formata dal 
prodotto di fattori quadratici i quali non possono cambiare il loro 
segno. 

44. Nel modo dell’ Art. 41 si può dimostrare che se i coefficienti 
di una funzione razionale intera f (x) di x sono essi stessi razionali, 

e l'equazione f (x) - 0 ha una radice della forma a-J-V fc in cui \ ! h è 

4 
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un irrazionale, l’equazione ha anche una radice a— Vi. Cosi f(x) 
ha un fattore quadratico razionale (x — a) 2 — 6. 

45. Ricercare le relazioni Ira i coefficienti della funzione f (x) e le 
rudici dell’ equazione f(x)=0. 

Sia f (. t ) =x n +p x x n -'+p t x n - t + ... + p„_,x + p„; 

e si supponga che le radici dell'equazione f(x)—d siano a,, 
allora 

f(x) = (x-a t ) (x — a,) ... (x — a lt ) . 

Poiché queste due espressioni per f(x) sono identicamente eguali, 
esistono relazioni tra i coefficienti p t , p t , . . . p n , e le quantità 
a, , a s , . . . a n ; queste relazioni andremo ora ad esibire. 

Con la moltiplicazione ordinaria otteniamo 

(x-a t ) (,r - Oj) = x 2 — (a, -h a t ) x + fl,aj , 

(x — a ,) (x — a s ) ( x — a s ) = x 3 — (a, + o, + a s ) x 2 

+ ( a i a ì + 0*03 + a 3 a,) x — a^o.,. 

(x - a,) (x - a 2 ) (x - a 3 ) (x - a 4 ) = x* - (a, + + « 3 + «,) x* 

+ (a, a» + a t a 3 + a,a 4 -f a s a 3 + a ì a l -f a 3 a 4 ) x* 

— (a,a 2 a 3 + u t a 1 a i + a,a 3 a 4 + Oja s a 4 ) x + a { a a a 3 a 4 . 

Ora in questi risultati vediamo che hanno luogo le leggi seguenti. 

I. 11 numero dei termini nel secondo membro supera di un’unità 
il numero dei fattori semplici che sono stati moltiplicati insieme. 

II. L’esponente di x nel primo termine é lo stesso che il numero 
dei fattori semplici, e negli altri termini ciascun esponente è mi- 
nore di quello del termine precedente di un’unità. 

III. 11 coefficiente del primo termine ò l’unità; il coefficiente del 
secondo termine è la somma dei secondi termini dei fattori sem- 
plici; il coefficiente del terzo termine è la somma dei prodotti a due 
a due dei secondi termini dei fattori semplici; il coefficiente del 
quarto termine ò la somma dei prodotti dei secondi termini dei fat- 
tori semplici presi a tre per volta, e cosi di seguito; l’ultimo ter- 
mine è il prodotto di tutt’i secondi termini dei fattori semplici. 
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Dimostreremo ora che queste leggi reggono qualunque sia il nu- 
mero dei fattori semplici. Si supponga che queste leggi valgano 
quando a— 1 fattori sono moltiplicati insieme, cioè, si supponga 

(x -a,)(x-aj). . . (x-a il _ t )=x n - i +q i 3^‘*+q^i n - 3 +...+q H _^;+q n _ i , 
in cui </, = alla somma dei termini — a t , —a, , ... 

q 3 = alla somma dei prodotti di questi termini presi due per 
voli a, 

# 

q 3 = alla somma dei prodotti di questi termini presi tre per 
volta, 


q n _ , = al prodotto di tutti questi termini. 

Si moltiplichino ambo i lati di questa identità per un altro fattore 
( j — a n ) ; cosi 

(x-«,) (x-a t )... (x-aj -x n +(q t ~a n )x’ 1 -' +(q t -q t aj x'* _l 

+ (? 3 -9* a »)' r ” _3 + +9„-i<V 

Ora <Z, - «„ = - a t - a, - ... - - «„ 

= alla somma di tutt’ i termini — a , , —a.,, ... — a n \ 

( h ~ <lt a n = 9i + a n (a, + a, + . . . + a „~i) 

= alla somma dei prodotti a due a duo di tutt’i termi- 
ni a | , ■ Q* » •••*“■ &/1 1 
q 3 q t a ti — q 3 a n (a, + d. 3 a 3 + . •.) 

= alla somma dei prodotti a tre a tre di tutt’ i termini 

0 | , Cl 3 , ... d u , 


— q n _ x a n = al prodotto di tutt’ i termini — n, , — , ... — o, fc . 

Quindi se le leggi valgono quando»— 1 fattori sono moltiplicati 
insieme esse valgono quando » fattori sono moltiplicati insieme; 
ma si è dimostrato che esse valgono quando quattro fattori sono 
moltiplicati insieme, quindi esse valgono quando cinque fattori so- 
no moltiplicati insieme, c cosi di seguito; cosi esse valgono in ge- 
nerale. 
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Poiché so </, , a,,- ... u n sono le radici dell’equazione 

x n + p t .T n - t +p i x n ~* + ... +p u .,x+p n = °, 

il primo membro è equivalente al prodotto dei fattori x—a l , x—u ì , 
... x—a ir abbiamo i seguenti risultati. In ogni equazione nella sua 
forma più semplice il coefficiente del secondo termine è eguale alla 
somma delle radici con i loro segni mutati; il coefficiente del terzo 
termine è eguale alla somma dei prodotti dello radici prese a due 
a due con i loro segni mutati; il coelliciento del quarto termine è 
eguale alla somma dei prodotti delle radici prese a tre a tre con i 

loro segni mutati; l’ultimo termine è eguale al prodotto di 

tutte le radici con i loro segni mutati. 

0 pure possiamo enunciare le leggi cosi : il coefficiente del se- 
condo termine col suo segno mutalo è eguale alla somma delle radi- 
ci; il coefficiente del terzo termine é eguale alla somma dei pro- 
dotti delle radici prese a due a due; il coefficiente del quarto termi- 
ne col suo segno mutato è eguale alla somma dei prodotti delle ra- 
dici prese a tre a tre; e cosi di seguito. Cosi generalmente se p. 
dinota come al solito il coefficiente di x n ~ r nell’equazione, (— 1 ) r p 
= lilla somma dei prodotti delle radici prese ad r ad r. 

iti. Potrebbe forse sembrare che le relazioni date nell’Articolo 
precedente ci abilitassero a trovare le radici di un’equazione pro- 
posta ; poiché esse forniscono equazioni che contengono le radici, 
ed il numero di queste equazioni è lo stesso che il numero delle 
radici, sicché si potrebbe supporre praticabile di eliminare tutte le 
radici eccetto una e cosi di determinare quella radice. Ma nel ten- 
tare questa eliminazione noi riproduciamo puramente la stessa equa- 
zione proposta. Si prenda, per esempio, l’equazione del terzo grado 

x 3 + p t x* -f p t x -rp 3 — 0; 
si suppongano le radici essere a, b, c; allora 

— a — b — c=p t , 
ab + bc ca —p 2 , 

— abe —p 3 . 

Per eliminare b e c e cosi ottenere un’equazione clic contiene 
solamente a, il motudo più semplice si è di moltiplicare la prima 
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dello tre precedenti equazioni per a*, c la seconda per u, ed aggiun- 
gere i risultati alla terza. Cosi 

—a 3 —a-b — a*c + a% -p abe -p cor — abe — />,«* -p p 2 a + 

cioè, a* -p p,« 2 + Pj«-PPj = 0; 

abbiamo cosi l’equazione proposta con a invece di x per rappresen- 
tare la quantità incognita. E non è difficile di vedere che dobbiamo 
aspettare un’equazione cubica in a, se eliminiamo b o c dalle rela- 
zioni che stiamo considerando. Infatti lo lettere a, b, c rappresen- 
tano le radici senza alcuna distinzione di una radice dalle altre; 
così ogni equazione clic deduciamo per determinare a deve dare tro 
valori per a, poiché a può rappresentare una qualunque delle tro 
radici dell’equazione proposta. Così ci possiamo sentire certi che 
riprodurremo solamente la forma originale dell’ equazione proposta 
qualunque siano le operazioni algebriche eseguite sulle relazioni 
che legano i noti coefficienti dell’equazione con le sue incognito 
radici, allo scopo di eliminare tutte le radici ad eccezione di una. 

47. Benché le relazioni date nell’ Art. 45 non determinino lo 

radici di un’equazione proposta, troveremo che esse ci abilitano a 
dedurre varii risultati importanti rispetto alle equazioni. Per esom- 
pio, se a,, a», a n sono le radici dell’equazione 

x n + V t x n ~ i + + . . . + p n _,x +;)„ = 0 , 

abbiamo — p l =a 1 -pa 2 -p«j-p....-pa n , 

p j = a, rtj -f a , rtj -f- ... -p e* (i j -P ... ; 
così p, 2 — 2 p t = a, 2 -p a, 2 + a 3 2 + . . . + a„ 2 , 

cioè p,* — 2/>| è eguale alla somma dei quadrati delle radici dell’e- 
quazione proposta. Se dunque in un’equazione p,*— 2p s 6 negativa, 
le radici dell’equazione non possono essere tutte reali. 

48. Nello stesso modo come nell’Articolo precedente possiamo 
dedurre altre relazioni tra le radici. Così per esempio 

(— = alla somma dei prodotti delle radici ad n— 1 la volta, 

(— 1 )"])„= al prodotto di tutte le radici; 
quindi con la divisione 

Pn-\ _ 1 , 1 . , 1 

Pu a t - «2 «,t 

= alla somma dei valori reciproci delle radici. 
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Ancora p, 1 ^-*- = («, + a 2 +••• +<»„)( — + — f ••• + — ) 
P n V'j «* a J 


a , », 

— -f* 1 1* 

0 9 fl» 


• • + ' 




0, 


« 


\ fl 3 

/MV-i 




. .. a % a. 

quindi — -f — 

^9 


fl® (f» 

+ ... + — + ~ 
a. «, 


+ ... 


n, 


IV. TRASFORMAZIONE DELLE EQUAZIONI. 


49. L’oggetto generale di questo Capitolo si è di dedurre da una 
data equazione un’altra equazione le radici della quale abbiano 
una relazione assegnata con quelle dell’ equazione proposta. Si ve- 
drà in prosieguo elio varie trasformazioni di tal sorta si possono 
effettuare senza conoscere le radici dell’ equazione data; ed in ap- 
presso s’ incontreranno osempii i quali mostreranno che tali trasfor- 
mazioni possono essere utili nella risoluzione dell’ equazioni. 

50. Trasformare un’equazione in un'altra le radici della quale siano 
quelle dell’ equazione proposta con i segni contrarii. 

Dinoti f(x)=. 0 l’equazione proposta; si ponga y — — x, sicché 
quando x ha un particolare valore, y ha numericamente lo stesso 
valore ma col segno contrario; così x = — y, c l’equazione richiesta 
è /■(-!/) =0. 


Se r(x)=p 0 .T n +p,x n ~ , +p r i n *+ — +/>■-■ t x +Vn’ 
l’equazione f(—y) = 0 6 

Po (“ 2/)“+ Ri (- y) n ~' + Pì (~ y) n ~*+ ■ ■ ■ -Pn-t'y + Pn- {) < 

cioè, 

così l’equazione trasformata si può ottenere dalla equazione pro- 
posta cambiando il segno del coefficiente di ciascun termine alternati- 
vamente cominciando dal secondo termine. 

51. La regola in fine dell’Articolo precedente ammette che l’e- 
quazione proposta abbia tutt’i termini che si possono trovare in 
un’equazione del suo grado, cioè, si ammette clic nessun coclfi- 
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cicnte sia zero. Ma supponiamo elio si prenda un esempio in cui 
non sia questo il caso; cosi sia richiesto di trasformare l’equazione 

x 9 + Sx 3 — ix 3 — kx +1 =0, 

in un’altra in cui le radici siano numericamente le stesse ma con i 
segni contrarii. Si ponga x — — y, ed abbiamo 

y° — 3i/ 3 + li/ s -(-ii/ + 7 = tì. 

Possiamo se ci piace scrivere l’equazione primitiva cosi, 
x 9 + 3-r 3 + Uj* — i,r 3 -f- 0.r* — ij- 7 = 0; 


allora l’ equazione trasformata secondo la regola nell’ Art. 50, è 
y 6 - 3;/* + 0y l + 4j/ s + 0j/* + ky + T- 0, 

cioè, l/ a - 3t/ 3 + ii/ 5 + 4i/+7=O f 

come prima. 

Un'equazione si dice essere completa quando essa ha tutt’i termini 
che si possono trovare in un’equazione del suo grado, cioè, quando 
nessun coefficiente è zero. Ed alle volte troveremo utile di rendere 
un’ equazione completa con l’artificio usato sopra, cioè introducen- 
do i termini ‘mancanti con zero per coefficiente di ciascuno di essi. 


52. Trasformare un' equazione in un’ altra le radici della quale sia- 
no eguali a quelle dell’ equazione proposta moltiplicale per una quan- 
tità da/a. 


Dinoti f(x)= 0 l’equazione proposta; e si cerchi di trasformarla 
in un’altra le radici della quale siano k volte cosi grandi. Si ponga 
y—kx, sicché quando x ha un particolare valore, il valore di ij 6 k 

v ( v\ 

volte cosi grande; cosi x ~j_ , e l’equazione richiesta 6 f[j.ì ~ 

53, Per esempio, trasformiamo l’equazione 


3-r* 

T + 


4 9 ° 


in Un’altra le radici della quale siano k volte cosi grandi. Si ponga 
V 

x=- e quindi si moltiplichi da per tutto per/, 5 ; cosi otteniamo 
k 


n 5 - 


‘òkif- idi 3 !/ 2** 


= 0. 
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Questo esempio ci mostrerà un'applicazione die si può fare della 
presente trasformazione. I coefficienti dell’equazione proposta non 
sono tutti interi; ma prendendo k convenientemente possiamo ren- 
dere i coefficienti dell’equazione trasformata tutti interi. Per esem- 
pio, se k= G, l’equazione trasformata è 

J/ 5 — 9(/*-|-45j/-48 = 0. 

Generalmente, si supponga l’equazione proposta essere 


x h +p r T n i +p t x n ~ i + ... 4-p„_,*+P„ = 0, 


allora se poniamo x—-, 
h 


e moltiplichiamo tutto per k n , tutto ciò 


che è necessario per far si che i coefficienti dell’equazione trasfor- 
mata siano interi si ò, che per ciascun termine dell’equazione tra- 
sformata p r k r ij u ~ r , ogni fattore primo che si trova nel denominatore 
di p r si trovi almeno ad eguale potenza in k r . 


54. Trasformare un’equazione in un'altra le radici della quale siano 
minori di quelle dell’ equazione proposta per una differenza costante. 


Dinoti /‘(.r) = 0 l’equazione proposta; e si cerchi di trasformare 
questa equazione in un’altra le radici della quale siano minori delle 
radici della proposta per una differenza costante k. Si ponga y=x—k, 
sicché quando x ha un particolare valore, il valore di y ne è mi- 
nore per k\ cosi a;=t + i/, e l’equazione richiesta è f(k - f j/) = 0» 

Per l’ Art. 10 la forma sviluppata dell’equazione f(k -fi/) = 0 ò 

u 5 f* (k) 

m + yf’(k) + f" (k) + q f'" (k) + . . , + = 0. 

Cosi se f(x) =p 0 x n + ji,.!- 0-1 4-;>i2 n “ ! + ••• +P„~ì x +Pn' 

l’equazione f(k+y)— 0 ordinata secondo le potenze discendenti di 
y ii per l’Art. 12 

/ , Qy B +(p t +”i } «*)y B_1 +|p 1 +(n-i)p l fc | v n ~* 

+ ... 

+|Pr+(”-»‘4-l)p r _,fc + 4 

+ ...+/•(*>= 0 . 


n(n— l)...(n— r+1) 
|7 


Po k \v 


55. Se un’equazione deve essere trasformata in un’altra le ra- 
dici della quale eccedano quelle dell’equazione proposta per In quan- 
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tità costante k, adoperiamo il metodo dell’Articolo precedente. Sia 
1’ equazione proposta dinotata da — e si supponga y=x + h\ 
allora x — y—h, c l’equazione richiesta è f(y — /i)=0. Così dob- 
biamo porro solamente — h per k nel risultato dell’Articolo prece- 
dente, ed otteniamo l’equazione richiesta. Ma in fatti questo è in- 
cluso nell’Articolo precedente; poiché quell’ Articolo non richiede 
che k sia necessariamente una quantità positiva. 

56. Il principale uso della trasformazione nell’ Art. 54 si è di ot- 
tenere dall’equazione proposta un’altra che manchi di un termine 
assegnalo. Cosi se vogliamo che l’equazione trasformata in y sia 
senza il secondo termino, prendiamo k tale che sia p t + np 0 k = 0, 

Ti 

cioè k = — . Se vogliamo che l’equazione trasformata in y sia 

n l>o 

senza il terzo termino, dobbiamo trovare k dall’equazione quadratica 


Pt + (n - 1 ) P t k = 0 , 


E generalmente, se vogliamo che l’equazione trasformata in y sia 
senza il suo (r+ l) mo termine, dobbiamo trovare k da un’equazio- 
ne dell , r mo grado, propriamente A 




+ .^ + 


[rl w ~ r 


t» 


Pre- 


vedremo in seguito che la soluzione di un’equazione è alle volte 
facilitata col togliere prinla qualche termine assegnato. 


57. Per esempio, trasformiamo l’equazione .t 3 — 4t+5 = 0 

in un’altra senza il secondo termine. Qui p 0 =ì, p t =— 6; cosi 
k — 2, e l’equazione richiesta è 

(V + 2) 3 - 6 (y+2)* + 4 (y + 2) + 5 = 0, 
cioè, y z — Sy — 3=0‘ 

Ancora, trasformiamo l’equazione x z — ìx' t —\x-\- 9=0 in un’altra 
senza il terzo termine. Si ponga y +k per x\ l’equazione trasfor- 
mata è 

(V + *) 3 - 2 (y + *)* - 4 (y + k) + 9 = 0 , 

cioè, r 4 V* (3 k -2) -( -y (3Jt* - 4 k - 4) + k z - 2 A-*- 4* + 9 =0. 

5 


Digitized by Google 



34 


trasformazione delle equazioni. 


Se il terzo termine deve sparire k deve essere trovata dall’equa- 

o 

zionc 3fc 2 — — 4 = 0; questa dà k = 2 o — Col valore & = 2 l’e- 

ó 

quazione trasformata è 

y*+4j/* + l = 0. 

2 

Col valore k = — - 1’ equazione trasformata è 

u 


y 3 — \y* + 


283 

17 


= 0 . 


58. Trasformare un’equazione in un’altra le radici della quale siano 
le reciproche delle radici dell’ equazione proposta. 

1 

Dinoti f (x)— 0 l’equazione proposta. Si ponga y=- , sicché quando 

x 

x ha un particolare valore, il valore di y è il reciproco di quel va- 
lore: cosìx = - e l’equazione richiesta è f(- ) = 0. 

y W 

Cosi se f(x)=p v x n +p l x”~ t +p t x"~ i +--.+Pn-\ x +l > , l l’equazione 

<;)= 0i 


Pj> 

y* 


y n ~' y n * ' 


+ +? J n — 


cioè, 


v,,y n +Pn^y n * +Pn-i'j‘ l ' ì +--- +p ì y+Po=°- 


59. Trasformare un'equazione in un’altra le radici della quale siano 
i quadrati Mie radici dell’ equazione proposta. 

Dinoti f (x) — 0 l’equazione proposta. Si ponga y = a 2 , sicché 
quando x ha un particolare valore il valore di y è il quadrato di 
quél valore: cosi x—'Ty e l’equazione richiesta è f(*J~y)z= 0. 

Cosi se f (x) —p 0 x n +p ì x n ~ i +p ì x n ~*+...-{-p tl __ l x+p n l’equazione 

f(V7)=oè 

n n-1 n-ì \ 

Poìf + Pty 4 +PtV * + ••• +Pu-ìV l +Pn = °- 
Trasponendo ed elevando a quadrato abbiamo 

( n n-i n-« \ " / n— i n-3 j 

VoV 1 + PìV 4 +i\v 2 + • • •/ = w/ 2 +P S V 2 + • • •/ • 
L’equazione sarà in una forma razionale quando i due membri sa- 
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ranno sviluppati, e portando tutt’i termini da una parte otteniamo 

P 0 *'/ n +(2p 0 p t -p, l )y n_, +(2poP i +p 1 i -‘2p 1 p 3 )y n - i +.. .=0. 

CO. Questi casi di trasformazione delle equazioni potrebbero es- 
sere accresciuti, ma abbiamo detto abbastanza per spiegare questa 
parte del soggetto. Conchiuderemo con tre esempi che rischiare- 
ranno l’uso di alcuno delle relazioni stabilito nell’ Art. 45. 

(1) Se le radici dell’equazione a; 3 +p.r*+ <pr + r = 0 sono a, 6, c, 
formare l’ equazione di cui le radici sono 

abc 
6+c ’ c+a ’ a+6 

Si dinoti l’equazione cercata con 

V 3 + Py*+ Gtf + « = 0. 

Allora abbiamo, per l’ Art. 45, 

a b c 

— p — — — | — 1 , 

6+c c+a a+6 

ab bc ca 

~ (b+c) (c-fa) + (e+a)(a+6) *" (a+6) (6+c) ' 

I abc 

(6+c) (c+a) (a+6) 1 

ed a + b+c— — p, ab + bc + ca — q, abc — — r. 

Cosi possiamo ora procedere ad esprimere i valori di Q, ed R. 
per mezzo dip, q, ed r. Per esempio 

r 

(6+c) (c+a) (a +6) 

ora eseguendo la moltiplicazione troviamo 

(6+c) (c+a) (a+6) = (a+6+c) (a6+6c+ca)— abc 

= - pi + n 

• r 

quindi H = . 

r - pq 

Similmente possiamo esprimere. P e Q. 
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Ma possiamo evitare il fastidio di questo procedimento con un 
artificio algebrico. Abbiamo 


a _ a _ a 
b+c a+b+c— a —p—a ' 

n • x 

Cosi se y= — -, quando x prende il valore a il valore di ij è 

rr~; e similmente quando x prende i valori b e c i valori di y so- 

+ . b c 

zio rispettivamente e • — , 

c+a a+b 

Così l’equazione richiesta si otterrà elimando x tra l’equazióne 

X 

proposta ed y— . 

p+x 

• j. py 

Quindi x = — 0 sostituendo questo valore nell’equazione 
proposta otteniamo 


* ■' ! •« r x «» . 

(i+y) s (!+»)* i +;/ “ 


o sia * , (l+J/)*+p*lf*(Hy)^p«y(l+y)*-p»y 3 =0, 

cioè (r-pq)y 3 +(3r+p 3 -2pq)yì+(3r-pq)y+r=0. 


Quindi con questo metodo arriviamo indirettamente ai valori di 
P, Q, ed R: vediamo che 

« ^ b ^ c ‘ir+p 3 — < lpq 

b+c c+a a+b r— pq ’ 

ab bc ca 3r—pq 

(ft+c) (c+a) (c+a) (a+b) + (a+b) (b+c) r—pq ’ 

abc r 

(b+c) (c+a) (a+b) ~ r—pq ' 

L’ultimo risultato è stato già ottenuto con ricerca diretta. 

(2) Trasformare l’equazione ar® + qa;+r=0 in un’altra le radici 
della quale siano i quadrati delle differenze delle radici dell’equa- 
zione proposta- 
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Dinotino a, b, c le radici dell’ equazione proposta - , allora per 
l’ Art. 45, 

a-\-b+c= 0, ab+bo+ca=q, abc=—r\ 
onde a*+6*+c*=— 2(7. 


Le radici dell’equazione trasformata debbono essere (a — b) 2 , 
( b—c )*, ed {a— c) 2 \ ora 

(a-b) 2 =a 2 -2ab^b 2 =a 2 +b 1 -\-c 2 -‘2ab-c 2 =a 2 +b 2 4c 2 -^— - c- 

c 

= — 2<?+— -c 1 ; 
c 


cosi se y = — 2</ + - — a;*, quando x prendo il valore c il valore di 
x 

y li (a— 6)*; e similmente quando x prende i valori a c b, i valori 
di y sono rispettivamente ( b — c )* o ( c—a )- . Cosi l’ equazione tra- 
sformata si otterrà eliminando x tra l’ equazione proposta ed 


ir 

y = — ìq+ x 1 . 

x 

Cosi 
ed 


x 3 + qx + r = 0, 
z 3 + (2q + y) x — 2r = 0; 


onde (q + y) x — 3r = (I. 

3r 

Cosi x = — — ; sostituèndo questo valore nell equazione proposta 
e riducendo, abbiamo finalmente 


y 3 + Sq y 2 + Oq 2 y + 27 r* 4- iq 3 = 0. 


Quindi se 27r* 4- \q 3 è positivo l’ equazione trasformata ha una 
radice reale negativa per l’Art. 20; e quindi l’equazione proposta 
deve avere due radici immaginarie, poiché solamente una tale cop- 
pia di radici può produrre una radice negativa nell’ equazione tra- 
sformata. 

Se 27r*-f 4 q 3 è zero l’equazione trasformata ha una radice eguale 
a zero, e quindi l’equazione proposta deve avere due radici eguali. 

(3) Trasformare l’equazione x 3 +px 2 + qx+r = 0 in un’altra le 
radici della quale siano i quadrati delle differenze dolio radici del- 
l’equazione proposta. 
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. • P 

Si ponga x=x'— cosi l’equazione proposta diviene 

+ r =o, 


cioè, 
in cui 


x' a + q'x’+ r'=0, 


9 = 9 - 


P_l 

3 ’ 




Ciascuna radice dell’ultima equazione eccede la corrispondente ra- 

Jì 

dice dell’ equazione proposta per-; e cosi i quadrati delle dille- 

O 

ronzo delie radici dell’ultima equazione sono gli stessi che i qua- 
drati delle differenze delle radici dell’equazione proposta. Così per 
l’esempio precedente l’equazione richiesta ò 


cioò, 


y 3 + Gg'i/ 2 4- + 27 r' 1 + 4g' s = 0; 


O, -rt», 

Quindi se a, b, c sono lo radici di x^+px* + qx-\-r — 0, vediamo 
che 

(a _ 6) t + ( fr _ c) 2 + ( c _ a) J = _2(3 g-p 2 ), 

(a — b) 2 (b — c) 1 + (6 — c) 2 (c — a) 2 + (c — a) 2 (a — b) 2 = (3 q — p 2 ) 2 , 

(a — b) 2 ( b - c) 2 (c — a) 2 = — ~ j(2p 3 — 9 pq 4 27r) 2 + 4 (3g -p 2 ) 3 j. 


V. REGOLA DEI SEGNI DI DESCARTES. 


Gl. Negli Art. 21 — 24 abbiamo già dato esempi del legame che 
esiste tra i segni dei coefficienti in f(x) e la natura delle radici 
deir equazione f(x) =0, ed ora passiamo ad investigare un teorema 
generale sul soggetto dopo alcune definizioni preliminari. 

G2. Quando ciascun termine di un gruppo di termini ha uno dei 
segni 4- e — innanzi di se, allora considerando i termini in ordine, 
si dice esservi una permanenza quando un sogno è lo stesso del se- 
gno che immediatamente lo precede, e si dice di esservi una varia - 
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sione quando un sogno é contrario al segno che immediatamente lo 
precede. Così nell’espressione x 8 — 3^ 7 — 4j' a +7^ s +3ar 4 +2^ 3 — a - +t , ». 
vi sono quattro permanenze e quattro variazioni; la prima perma- 
nenza si ha a— la; 6 , la seconda a+ 3**, Interza a + 2a; 3 , la quarta 
a— x\ la prima variazione si ha a— Zx 1 , la seconda a 4 - 7 j 5 , la terza 
a — a 1 *, la quarta a-f 1. 

È chiaro che in un’equazione completa il numero delle perma- 
nenze insieme col numero dello variazioni è eguale al numero che 
esprime il grado dell’equazione; si vegga 1’ Art. 51. E se in un’e- 
quazione completa poniamo — x pera;, le permanenze c le varia- 
zioni nell’equazione primitiva diventano rispettivamente variazioni 
e permanenze nella nuova equazione. In un’equazione f(x)=. 0 che 
non è completa, la somma dei numeri delle variazioni di f(x) e di 
f(—x) non può essere maggiore del grado dell’equazione; poiché 
se mancano dei termini in f(x), benché possa accadere che il nume- 
ro delle variazioni in f(x) 0 in f(—x) sia cosi diminuito, esso non 
può essere aumentato. 

Enuncieremo ora e dimostreremo un teorema il quale vien dotto 
la Ilegola dei Segni di Descartes. 

03. In un’equazione completa 0 incompleta, il numero delle radici 
positive non può eccedere il numero delle variazioni nei segni dei coef- 
ficienti, ed in un' equazione completa il numero delle radici negative 
non può eccedere il numero delle permanenze nei segni dei coefiicienli. 

Mostreremo da prima che se un polinomio è moltiplicato per un 
fattore x — a vi sarà almeno una variazione di più nel prodotto che 
nel polinomio primitivo. 

Si supponga per esempio che i segni dei termini nel polinomio 

primitivo siano -f-H 1 1 f- . Dobbiamo moltiplicare il 

polinomio per un binomio in cui i segni dei termini sono -) — . 
Allora scrivendo solamente i segni che s’incontrano nel procedi- 
mento e nel risultato abbiamo 

+ + + -+ + 

+ - 

+ + b- + + 

h + H 1 hd 

• fi-TTi h — =F+ ~ 

Un doppio segno è posto dove il segno di un termine nel prodotto 
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è ambiguo. Osservando il risultato si vedranno aver luogo le se- 
guenti leggi. 

(1) Ogni gruppo di permanenze nel polinomio primitivo ha un 
gruppo dello stesso numero di ambiguità corrispondente ad esso 
nel nuovo polinomio. 

(2) Nel nuovo polinomio i segni prima e dopo di un’ambiguità o 
di un gruppo di ambiguità sono contrarii. 

(3) Nel nuovo polinomio una variazione di segno è introdotta 
alla fine. 

Ora nel nuovo polinomio si prenda il caso piu sfavorevole e si 
supponga che tutte le ambiguità siano rimpiazzate da permanenze; 
per la seconda legge possiamo allora senza alterare il numero delle 
permanenze adottare il segno superiore per le ambiguità; e cosi i 
segni del polinomio primitivo saranno ripetuti nel nuovo polinomio, 
eccetto che per la terza legge vi è una variazione addizionale di 
segno introdotta alla fine del nuovo polinomio. Cosi nel caso più 
sfavorevole vi è una variazione di segno di più nel nuovo polinomio 
che nel polinomio primitivo. 

Se dunque supponiamo già formato il prodotto di tutt’i fattori 
corrispondenti alle radici negative ed immaginarie di Un’equazio- 
ne, moltiplicando pel fattore corrispondente a ciascuna radice po- 
sitiva introduciamo almeno una variazione di segno. Quindi nessu- 
na equazione può avere più radici positive di quel che abbia varia- 
zioni di segno. 

Per dimostrare la seconda parte della regola dei segni di Descar- 
tes supponiamo l’equazione compieta, e si ponga — y per x\ allora 
le permanenze primitive di segno diventano variazioni di segno. E 
l’equazione trasformata non può avere più radici positive di quel 
che abbia variazioni; e cosi non vi possono essere più radici nega- 
tive dell’equazione primitiva di quel che sia il numero delle per- 
manenze di segno in quella equazione primitiva. 

61. Sia l’equazione f(x )= 0 completa o pur no le sue radici sono 
eguali in grandezza ma contrarie di segno alle radici di f(— r)=0, 
cioè, le radici negative di sono le radici positive di /'(— -r)— 0; 

e sia l’equazione completa o pur no il numero delle radici positive 
di f(—x)—0 non può eccedere il numero delle variazioni di segno 
in f(—x). Così l’intera regola dei segni può essere enunciata nel 
seguente modo ; un’equazione f (r) =: 0 non può avere più radici 
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positive di quel che siano le variazioni di segno in f(x), o non può 
avere più radici negative di quel che siano lo variazioni di segno 
in f(-x). 

65. Per esempio, si prenda l’equazione ir*-f 3ir* + 5.r— 7=0. Qui 
vi è una variazione di segno, e quindi non vi può essere più di 
una radice positiva. E scrivendo —ir per x otteniamo l’equazione 

+ — 5ir — 7 = 0; qui vi ò una variazione di segno, e quindi 

non vi può essere più di una radice positiva, sicché l’equazione 
primitiva non può avere più di una radice negativa. Cosi l’equazio- 
ne primitiva non può avere più di due radici reali. 

In questo esempio sappiamo per l’Art. 21 che vi è una radice 
positiva, e che vi è una radice negativa: ed abbiamo ora accertato 
che non ve ne può essere più di una di ciascuna sorta. 

Ancora, si consideri 1* equazione x* + qx + r = 0, in cui q ed r 
sono entrambi positivi. Qui non vi é alcuna variazione di segno, o 
quindi non vi è alcuna radice, positiva; questo apparisce anello 
dall’ Art. 24. Se scriviamo — x per ir, otteniamo un’equazione con 
una variazione di segno, sicché l’equazione primitiva non può ave- 
re più di una radice negativa, e quindi l’ equazione primitiva deve 
avere due radici immaginarie. 

Ancora, si consideri l’equazione x 3 -qx- fr=0 t in cui q ed r 
sono entrambi positivi. Qui vi sono due variazioni di segno, e 
quindi non vi possono essere più di due radici positive. Se scrivia- 
mo —x per ir, otteniamo un’ equazione con Una variazione di se- 
gno, sicché l’equazione primitiva non può avere più di una radice 
negativa. 

In questo esempio sappiamo per l’Art/ 20 che vi i una radice ne- 
gativa, ed abbiamo ora dimostrato che non ve ne può essere più 
di una ; se le altre due radici siano quantità reali positive o imma- 
ginarie, non possiamo dedurlo dalla regola dei segni di Descartes. 
Ma segue dall’ Art. 60 che l’equazione che ha per sue radici i 
quadrati delle differenze delle radici dell’ equazione proposta è 
!/ 3 — 6qy i + 9q f y + < ìlr t — 4g* = 0; e per la regola dei segni di Des- 
cartes, o per l’Art. 24, se 27r* — 4q 3 è negativo, l’ultima equazio- 
ne non ha alcuna radice negativa, e quindi l’ equazione primitiva 
non ha radici immaginarie; ancora se 27» ,s — 4q 3 è positivo, l’ulti- 
ma equazione ha una radice negativa per l’Art. 20, e quindi l’equa - 
fcione primitiva ha due radici immaginarie. 

66. Lo studente deve osservare che i risultati dati nell’ Art. 24, 
sono tutti d’accordo con la regola dei segni di Descartes, e possono 
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essere tutti decotti da essa. Ancora la proposizione nell’ Art. 22 é 
inclusa nella regola dei segni di Descartes; ed apprendiamo da que- 
sta regola che un’equazione come quella considerata nell’ Art. 22 
può avere solamente una radicò positiva, senza ripetizione; si veg- 
ga l’Art. 35. 

G7. Si è fatto vedere nella dimostrazione della regola dei segni 
di Descartes, che moltiplicando un polinomio pel fattore che corri- 
sponde ad una radice reale positiva, si introduce al meno una Va- 
riazione di segno; si può osservare, che il numero delle variazioni 
di segno introdotte deve essere Un numero dispari. Infatti si sup- 
ponga in primo luogo che l’ultimo segno nel polinomio primitivo 
sia + ; allora siccome il primo segno è + , il fiumero totale delle 
variazioni di segno nel polinomio primitivo deve essere un numero 
pari o zero; ed il segno dell’ultimo termine nel nuovo polinomio 
è — , sicché il numero delle variazioni di ségno nél nuovo polino- 
mio è un numero dispari. Quindi un numero dispari di variazioni 
di segno deve essere stato introdotto. In secondo luogo si suppon- 
ga che l’ultimo segno nel polinomio primitivo sia — , sicché 1’ ul- 
timo segno nel nuovo polinomio è -f ; allora vi deve essere un nu- 
mero dispari di variazioni di segno nel polinomio primitivo, ed un 
numero pari di variazioni di sogno nel nuovo polinomio. Quindi 
un numero dispari di variazioni di segno deve essere stato in- 
trodotto. 

68. Quando tulle le rarìici di un' equazione f' (V) — 0 sono reali, il 
numero delle rollici positive i eguale al numero delle variazioni di se- 
gno in f(x), ed il numero delle radici negative è eguale al numero delle 
variazioni di segno in i(—x). 

Dinotino n il grado dell’ equazione, in il numero delle radici po- , 
siti ve, ed in' il numero delle radici negative, p il numero delle va- 
riazioni di segno in f(x), e p' il numero delle variazioni di segno 
in f(—x). Poiché tutte le radici dell’equazione sono reali m\-m'—n. 
Inoltre m non può essere maggiore di pi, ed in' non può essere mag- 
giore di p/, per l’Art. 63. Quindi p+p' = n, poiché la somma di p 
e pi' non può eccedere n. Così m W=p-t-p'. Ed m non può es- 
sere maggiore- di p; nè può essere m minore di p, poiché allora in' 
sarebbe maggiore di p', il che è impossibile. Così m=p, ed m'=p'. 

In questa proposizione supponiamo che f(x) abbia un termine 
indipendente da x, sicché l’equazione f(x) = 0 non è soddisfatta da 
.r=0. Una radice zero non può essere propriamente considerata co- 
me positiva o negativa. 
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Se vogliamo introdurre la considerazione delle radici zero pos- 
siamo procedere così: si supponga l’equazione avere m radici po- 
sitive, m' radici negative, e la radice zero ripetuta r volte. Allora 
abbiamo m-t-m'+r = n, sicché = r. K possiamo far ve- 

dere che [a+[a' non può essere nè minore nè maggiore di n — r; 
sicché = r. Quindi come prima m — {t ed w'=j jl'. 

60. Supponiamo p. il numero delle variazioni di sogno in f(x), e 
p.' il numero dello variazioni di segno in f(—x). Allora ('equazione 
f(x) = 0 non può avere più di p. radici positive, e non può avere più 
(li p/ radici negative, e quindi non può avere più di p. + p/ radici 
reali. Quindi se n è maggiore di p. + p.’ l’equazione f(x) — 0 devo 
avere almeno n — p — p' radici immaginarie. Nei due Articoli se- 
guenti mostreremo più definitamente quali deduzioni si possono, 
trarre intorno al numero delle radici immaginarie di un’equazione 
quando quell’equazione non è completa. 

70. Se un gruppo costituito da un numero pari di termini è defi- 
ciente in un’ equazione vi sono, almeno, altrettante radici immaginarie 
dell’ equazione. 

Supponiamo che i 2r termini che si potrebbero trovare in f(x) 
tra x m ed siano deficienti ; allora l’equazione f(x) — 0 avrà 

al meno 2r radici immaginarie. Dinotino A e Ji i coefficienti di x' n 
e di x m ~ v ~ i rispettivamente in f(x), e si suppongano introdotti i 
termini deficienti con i coefficienti q t , 7,, q s , ... \ e si dinoti la 
nuova funzione con F(x). Allora nell’espressione 

Ax m + + q t r"‘-i q w v m -'- r + 

il numero delle variazioni di segno insieme col numero delle per- 
manenze di segno è 2 r+l; in altre parole il numero dello varia- 
zioni di segno in questa espressione, insieme col numero delle va- 
riazioni di segno che essa presenterebbe se il segno di x fosse cam- 
biato, è 2r+l. Ma ora i termini ipotetici siano rimossi; allora se 
A e B sono di segni contrarii vi sarà una variazione di segno per 
f(x), c nessuna variazione di segno per f{—x ); e se A e B sono dello 
stesso segno vi sarà una variazione di segno per f(—x) e nessuna 
variazione di segno per /'( x ). Quindi in tutti e due i casi la perdita 
di 2r termini assicura la perdita di 2r dalla somma dei numeri delle 
variazioni di segno in F(x) ed in F(—x). 

E questo risultato vale per ogni gruppo deficiente costituito da 
un numero pari di termini. Cosi vi sono almeno tante radici iinma- 
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ginarie dell’ equazione f(x) =0 por quanto è la somma dei numeri 
dei termini in tali gruppi deficienti. 

71. Se un gruppo costituito da un numero dispari di termini è defi- 
ciente in un'equazione, l’equazione ha al meno quel numero accresciuto 
di uno di radici immaginarie se il gruppo deficiente è tra due termini 
dello stesso segno, e l’equazione ha al meno quel numero diminuito di 
uno di radici immaginarie se il gruppo deficiente è tra due termini di 
segni contrarii. 

' Supponiamo che i 2r+l termini cho si potrebbero trovare in 
f(x) tra x m ed x m ~ lT ~ i siano deficienti. Dinotino A c 11 i coeffi- 
cienti di x m o di in f(x) rispettivamente; allora se A e B 

sono dellq stesso segno l’equazione f(x)—0 ha al meno 2r+2 ra- 
dici immaginarie; se A e B sono di segni contrarii l’equazione f(x)=0 
ha al meno 2r radici immaginarie. 

Si suppongano introdotti i termini deficienti con i coefficienti 
g,, q s , < 7 S , ...; e si dinoti la nuova funzione con F(x). Allora nel- 
1’ espressione 

Ax m + «//“-' + + . . . + q ir+l x m ~ ir -' + 

il numero delle variazioni di segno insieme col numero delle per- 
manenze di segno è 2r + 2 ; o in altre parole il numero delle varia- 
zioni di segno in questa espressione, insieme col numero delie va- 
riazioni di segno che essa presenterebbe se il segno di x fosse mu- 
tato, è 2r-i-2. Ma quando i termini ipotetici sono rimossi non vi 
sarà alcuna variazione di segno si per f(x) che per f(—x) se A e B 
hanno lo stesso segno, e vi sarà una variazione di segno per f(x) 
ed una variazione di segno per f(— x) se A e B hanno segni contra- 
rii. Quindi la perdita di 2r + l termini da F (x) assicura la perdita 
di 2r + 2 o di 2 r, dalla somma dei numeri delle variazioni di segno 
in F (x) ed in F(—x), secondo che il gruppo deficiente è tra due 
termini dello stesso segno, o di segni contrarii. 

E questo risultato vale per ogni gruppo deficiente costituito da 
un numero dispari di termini; quindi vi saranno al meno tante ra- 
dici immaginarie dell’ equazione f(x) = 0 per quanto è la somma 
fornita dalla considerazione dei gruppi deficienti. 

72. Cosi come un esempio dell’ Art. 71 vediamo che se un solo 
termine è deficiente ovunque in f(x) tra due termini dello stesso 
segno, vi saranno al meno duo radici immaginarie; se un solo tcr- 
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mine è deficiente tra due termini di segni contrarii non possiamo 
dedurre da questo fatto alcuna conseguenza intorno al numero delle 
radici immaginarie. 

Si osserverà che quando in conseguenza della deficienza di ter- 
mini la somma dei numeri delle variazioni di segno in f(x) ed 
in f(-x) è minore del numero che esprime il grado dell’ equazione 
f(x) — 0, la differenza è sempre un numero pari. Questo apparisce 
dall’esame dei due casi possibili negli Art. 70 e 71. Cioè, con la 
notazione dell’ Art. CO il numero n — pi — p.' è sempre un numero 
pari. Ciò poteva essere preveduto per l’Art. 41. 


VI. SULLE RADICI EGUALI. 


73. Alle volto ò necessario o conveniente di conoscere se un’equa- 
zione proposta ha radici eguali , come vedremo nel corso dell’opera. 
Spiegheremo perciò ora come possiamo determinare, se un’equa- 
zione ha radici eguali, ed in qual modo possiamo rimuovere fattori 
che corrispondono alle radici eguali quando esse vi sono, e cosi 
ridurre l’equazione aduna che ha solamente radici disuguali. Dob- 
biamo prima dimostrare una proprietà relativa alla prima funzione 
derivala di una funzione data. 


71. Sia f(jr) una funzione razionale intera di x cil f'(x) la prima 
funzione derivata ; allora sarà 


I" w 


f(x) , f (t) , f(x) , , f(x) 

■ 7 T !•••"• . » 

x — a x — b x — c x — k 


in cui a, b, c, ... k, sono le radici reali o immaginane dell'equazione 
f(x) =0. 

Infatti sia p 0 il coefficiente della più alta potenza di x in f (x), 
allora abbiamo identicamente per l’Art. 33, 

f(x) =p 0 ( x -a) (x- b) (x - c) ... (* - A). (1) 

Si ponga y + z per x\ cosi 

f(y + 3) —Po (y +3 — a) (j/ + 3 — b) (y + z — c ) ... (y+z—k)\ 

si sviluppi ciascun membro in una serie procedente secondo le po- 
tenze ascendenti di z\ allora il primo membro diviene perl’Art. 1», 

^2 

f(y) + n>j) 3 + roj) ~ + ... 
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Cosi il coefficiente di s è /"'(;/) . c quindi f'(y) deve essere eguale al 
coefficiente di z noi secondo membro, cioè, a 

Po(y~ b ) (y ~ c ) (u- k ) +Po(y ~ a) (ij - c) ... (ij - k) + . , 

cioè, ad 

/■(!/) , f<y) , f (y) . , f (y) 

' i - d b . • • t - 

y-a y-b y — a y — k 


E siccome è indifferente quale simbolo si adoperi per una variabile 
che può avere qualunque valore, possiamo mutare y in x\ così ab- 
biamo 


rWs= M + M + £a + ...+/« 


x—a x—b x—c 


x—k 


11 risultato qui ottenuto è vero se tra lo quantità a, b, c, ... k, ve 
ne fossero una o più eguali ad a, o eguali a b, ... e così di segui- 
to. Supponiamo che in tutto a si trovi esattamente r volte, b esat- 
tamente s volte, c esattamente t volte; allora (1) può essere scritta 


/» =P 0 (x-a) r (x-b)‘ ( x-c )'... , 


p (2) può essere scritta 


f'(x) = 


r/Xf) 

x—a 


, *f(x) , '/■(•*) 
+ ^Tb + ^o 


+ ... 


75. L'equazione f(x) = <> ha o non ha radici eguali secondo che f(x) 
ed f'(x) hanno o non hanno mia comune misura che contiene x. . 

Si suppongano a, b, c, ... k le radici reali o immaginarie dell’e- 
quazione f(x)=0, sicché f(x) =p 0 (x — a) (x — b) (x — c) ... (x— k) ; 
allora 


C(x) =p 0 (x-l) (x-c) ...(x-k) +p 0 (x-a) (x-c)... (x—k) + ... 


Se a, b, c, ... k sono tutte disuguali, nessuno dei fattori x—a, 
x—b , x—c, ... x—k dividerà f'(x), poiché x—a per esempio divide 
ogni termine in f'(. r), eccetto il primo; e nessun prodotto di un nu- 
mero, qualunque di essi dividerà f'(x). Cosi se f(x) non ha fattori 
eguali, f(x) ed f'(x) non hanno alcuna misura comune. Quindi so 
f(x) ed l '(x) hanno una comune misura i fattori di f(x) non possono 
essere tutti disuguali. 
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Si supponga ora che l’equazione f(x )— 0 abbia radici uguali; sup- 
poniamo che a si trovi r volte, che b si trovi s volte, che c si trovi 
t volte, e cosi di seguito. Allora 

/■'(*> + ~ b + —*■ -} 

fin questo caso il fattore (x— a) r ~‘ (x— 6) ,_l (x— c/" 1 ... si trova in 
ogni termine di f'(x). Cosi se f(x) ha fattori eguali, f (.r) ed f ' (.r) 
hanno una comune misura. Quindi se f(x) ed f'(x) non hanno al- 
cuna comune misura, f(x) non ha fattori eguali. 


7f>. Per esempio, si consideri l’equazione 

f (x)=x*— 1 1 4 \x ì — 7 6x 4- 48-=;0 . 

Qui ?(?)— 4r*— 33d?*+8&r— 7G. 

Si troverà che f(x) ed f'(x) hanno la conlune misura x— 2; ciò mo- 
stra che (x—2) 1 è un fattore di f(x). Si troverà che 

f (x)=x(x-2) i (x' l -lx+ 1 2)=(x-2)*(.r -3)(.r-4); 

cosi le radici dell’equazione f(. r)=0 sono 2, 2, 3 ( 4. 

Ancora, si consideri l’equazione 


f (x)=2x*- 1 2j. j + 1 9 x* - 6x+9=0 . 

Qui si troverà che f(x) ed f'(x) hanno la comune misura x — 3; 
ed f(x)-xì(x—Z ) 1 (2x i + 1 ) . Cosi le radici dell’equazione /(x) = 0 sono 

3 ' 3 ' + \/(-D’-n/(-2> 


77, Nell’enunciato dell’ Art, 75, si trovano in fine le parole «c/ic 
contiene ni, Con queste parole intendiamo indicare che non consi- 
deriamo il fattore p 0 , benché esso in un certo senso può essere 
considerato come una comune misura di f(x ) ed f'{x). 

Siccome facciamo qui per la prima volta un importante uso delle 
misuro comuni delle espressioni sarà conveniente, d’ introdurre 
un’osservazione sul soggetto. Si è solito di considerare la teoria 
delle misure comuni e della massima comune misura nelle opere 
sull’Algebra; ma la teoria non è necessaria in un primo periodo dello 
studio matematico, e diviene più intelligibile dopo che si sono ot- 
tenuti i risultati esposti nell’ Art. 33. Dinotino f(x) e cf(x) due fum 
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zioni razionali intere di x] allora f(x) o 9 (.r) possono essere riso- 
lute in fattori, sicché 

/» =;>o (* - «,) ( x “ a *) (* ~ a 3>---. 

<f( x ) = < 7 0 (* “ b ì) {* ~ h t) ( x ~ h)‘ -'■> 

e ciascuna delle funzioni può essere cosi risoluta solamente in un 
modo. Quindi la funzione di x del pili alto grado che dividerà f (x) 
e <f(x) è il prodotto di tutt’i fattori comuni del primo grado in x ; e 
questo possiamo chiamare la massima comune misura di f(x) o a(x). 

Qui non abbiamo tenuto conto di p 0 e q 0 \ ma possiamo se ci 
piace trovare la loro massima comune misura aritmetica se essi so- 
no numeri, o pure se essi sono funzioni di un’altra quantità y, pos- 
siamo trovare la massima comune misura di queste funzioni di y. 

78. Si supponga f(af)=p 0 (x—a) r (x— b)* (•r-c) 1 ...; allora abbiamo 

trovato nell’ Art. 75 che f(x) ed f*(x) hanno la comune misura 
(x— a) r “ , (.r— c) ,_ * .... Cosi la comune misura contiene tutt’i 
fattori eguali che si trovano in f(x), ma l’esponente in ciascun caso 
b minore di un’unità del corrispondente esponente in f(x). Se di- 
vidiamo f(x) per la comune misura di f(x) ed il quoziente 

contiene tutt’i fattori che si trovano in /'(#), ciascun fattore una 
sola volta. Cosi 1’ equazione ottenuta ponendo questo quoziente 
eguale a zero contiene senza ripetizione tutte le radici dell’equazio- 
ne f(x)= 0. 

79. Vediamo clic se il fattore (x—a) r si trova in f(x) il fattore 
(x — a) r “* si trova in f'(x) ; sicché l’equazione f'(x) = 0 ha r— 1 ra- 
dici eguali ad a. Ora f" (x) è la prima funzione derivata di f'(x)\ 
cosi se r— 1 ò maggiore dell’unità f'(x) eAf"(x) avranno una co- 
mune misura, e l’equazione f"(x)—0 avrà r — 2 radici eguali ad a, 
Così in questo modo possiamo mostrare che se (x-a) r è un fattore 
di f(x) allora le funzioni derivate f'(x), f'(x), ...f r ~ i (x), svanisco- 
no tutte quando x=a. 

Questo può essere anche dimostrato nel modo seguente. 

Sia f(x) = (# — a) r 9 (a;), in cui <f(x) è una funzione razionale in- 
tera di x la quale si suppone non contenere il fattore a; si ponga 
x — a + z\ così 

$(«+*)=/•(«+ Z) 

~ f(°) + f' ( a ) s + ■♦. +r r (°) f — b ••• +/' n ( a ì j — * 

li! L" 
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V.) 


Siccome il primo membro di questa identità è divisibile per z r 
deve essere lo stesso pel secondo membro. Cosi dobbiamo avere 

/•(«) = 0, f(«)= 0 f T ~ l (o)=0. 

K siccome il primo membro non è divisibile per una potenza di 3 
superiore a z T sarà lo stesso pel secondo membro, e quindi f r (a) non 
è zero. Cosi il numero dei termini nella serie f(x) , f'( x), f" (x)< ... 
che svaniscono quando x=a, è Io stesso che l’ esponente di x — a 
in f(x). 

Per esempio, si supponga 

f (x) = x* + 5x* -(- 3 x 3 -f 7x s -f 8x + 3 ; 

qui si troverà che f" (x) è la prima della serie f(x), f (x) , j . . die 
non svanisce quando x = — 1; cosi il fattore (x+ l) 3 si trova in f(x). 
Si troverà che /'(x) = (x+l) 3 (x 2 — x-f- 3)', 

Per un altro esempio cercheremo le condizioni che debbono ve- 
rificarsi affinchè l’ equazione 

x* + qx t -f rx -f- s = (f 

abbia tre radici eguali. 

Qui f(x) = x* + qx* + rx+ j, 

f' (x) = br' 1 + 2qx 4- r, 
r(^) = 12x» + 2 q. 

Quindi da f" (r) = 0 otteniamo 



Si sostituisca questo valore in f{x) — 0 ed f (x) =0: cosi 

— -||- + ^ + s : =0 * (2), 

*(- j + 2?) + r = 0 (3). 

Da (3) otteniamo 

3r ... 

x=- — 0)< 

\q 

7 
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:>o 


o sostituendo questo in (2) abbiamo 


E. da (1) e (t) »■* (6). 

i • • o® 

Quindi (5) divinilo s = — — (7). 


Così (6) e (7) esprimono le condizioni richieste. 

Viceversa se (G) c (7) sono soddisfatte, si troverà che f (x), f\x) 
ed f" r) svaniscono tutte quando x = •. 


80. Indicheremo brevemente un altro modo nel quale si può ri- 
cercare la condizione per le radici eguali. Se l’ equazione /‘(.r)= 0 
ha più di una radice eguale ad a, allora ne segue che se si divide 
f(x) per x — a il quoziente svanirà quando x = a. Quindi prendendo 
la forma del quoziente data nell’ Art. li, dobbiamo avere 

+ ...+2ap„_, +]>„_, =0; 

cioò, f (x) svanisce quando x — a. 


81. Apparisce quindi che volendo determinare, le radici eguali di 
un’equazione f(x) = 0, possiamo incominciare dal trovare la mas- 
sima comune misura di f(x) ed f'(x)\ indi eguagliamo a zero que- 
sta massima comune misura, ed abbiamo da risolvere un’equazione 
che ha per sue radici quelle radici dell’equazione f{x)= 0 che sono 
ripetute. Siccome questa massima comune misura può essere essa 
stessa un’espressione complessa, contenente fattori ripetuti, è utile 
di avere un procedimento sistematico col quale possano essere ot- 
tenute le radici col minore incomodo possibile. Questo ora andia- 
mo a dare. 


8?. Si supponga f (x) — 0 essere un’equazione che ha radici 
eguali; e sia 

n*)=x v ivw-v*, 

in cui il prodotto di tutt’ i fattori che si trovano una sola volta in 
f(x) è dinotato da A', , il prodotto di tutt’i fattori che si trovano due. 
volte è dinotato da A,*, il prodotto di tutt’i fattori che si trovano 
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tre volte é dinotato da .tj’, e cosi di seguito. Una o più delle quan- 
tità .V,, A'j, X,,... saranno l'unità, se non vi è alcun fattore in 
f(x) che sia ripetuto il numero corrispondente di volte. 

Si fornii ora la prima funzione derivata f (x) di f(x), e poi si 
ottenga la massima comune misura di f(x) ed f(x). Dinoteremo 
questa massima comune misura con /',(. r), sicché 

r, (*) = wv-'-t»"- 1 - 

In seguito si ottenga la massima comune misura di f t (x) e delta sua 
prima funzione derivata e si dinoti con /’j(x), sicché 

&(*) = W-v„ OT -*. 

Si proceda in questo modo e si formino successivamente 

/i(*) = W-V' 3 . 

/■«<*)= 


Un - 1 ( J ‘) — •' m > 

/■«(*)= '• 

Ora si formi una nuova serie di funzioni dividendo ciascun termino 
della serie f(x), /, (x), f t (x ) , . . . f m (x) sino ad (x) pel termine 
che immediatamente lo segue. Cosi ottoniamo 

Y, Y,....Y nl , — cp, (•(.') poniamo, 

.Yj Y m , = <}.,(x) poniamo, 


/•(*)_ 
/■,(*) 
/',(*) _ 
/al*) 


^— 77 ; - -r«_i = ¥„»- |W poniamo, 

»m-l W 

= J«. = ?«,(■'•) poniamo. 

Allora finalmente 


¥■(*) _ y 
?ìl*) 9s( x ) 


¥»(*) 


Cosi i fattori ,Y t , .Y s , ... .Y ;(l sono ora separati, c risolvendo le equa- 
zioni .Y, — 0 , A. — 0, Y /a = 0,' otteniamo tutto le radici dcll’equa- 
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zione proposta /'(a)=(J; cd ogni radico ricavata da A r =U si trova 
r volte noli’ equazione /’(a)=0. 

83. Per un esempio del procedimento dell’Articolo precedente si 
supponga che 

r(x) = a 8 + a 7 — 8a® — Cai* + 2 la* + 9 a 3 — 22a* — la + 8. 


Allora ritenendo le notazioni dell’Articolo precedente troveremo che 

fy (a) = a+ + a 3 — 3a® — a -f 2, 
ft (a) = a — 1, 

/ 3 (a) = 1, 

tf,(.r) -a* - :>j- + 4, 
cp 2 (a) = a 3 -f 2a* — a — 2, 
tf 3 (x) = a — 1 , 

A, = a — 2, 

.V 2 = a® + 3a + 2, 

\ 3 — x — 1 . 

Quindi ( (a) = (a - 2) (a® + 3a + 2)3 (a - 1 ) 3 

= (.r-2)(a+l)®(a+2)3(a-l) 3 . 

Cosi le radici dell’equazione f(.c) =0 sono 2, — I, — 1, — 2, — 2, 
1. 1, 1. 

84. Quando i coefficienti di un’equazione sono tutti quantità 
commensurabili le espressioni A, , A 2 , ... dell* Art. 82 hanno si- 
milmente tutt’i loro coefficienti commensurabili. Quindi se una e 
solamente una delle radici di un’equazione, con quantità commen- 
surabili por coefficienti, è ripetuta r volte, quella radice lieve essere 
una quantità commensurabile; poiché ossa deve essere determinata 
da un’ equazione A r = 0 la quale non dà luogo a quantità incom- 
mensurabili. 

Da ciò possiamo dedurre i risultati seguenti: 

Se un’equazione del terzo grado con quantità commensurabili 
per coclficienti non ha radici commensurabili essa non ha radici 
eguali. Poiché se un’equazione del terzo grado ha radici eguali, vi 
deve essere o una radice ripetuta tre volte o pure una radice ripe- 
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tuta due volte ed un’altra radice cho si trova una sola volta; ed in 
tutti e due i casi, come abbiamo veduto or ora, se i coellicienti so- 
no quantità commensurabili, le radici sono anche tali. 

Se un’equazione del quarto grado con quantità commensurabili 
per coefficienti non ha radici commensurabili essa non può avero 
nè una radice ripetuta quattro volte, nè una radice ripetuta tre 
volte ed un’ altra radice che si trova una sola volta. Se dunque una 
tale equazione ha radici eguali essa deve avere due radici incom- 
mensurabili ciascuna ripetuta due volte. Cosi so f (.r) = 0 è l’equa- 
zione f(x) dove essere un quadrato perfetto. 

Se un’equazione del quinto grado con quantità commensurabili 
per coefficienti non ha radici commensurabili ossa non ha radici 
eguali. Poiché si troverà esaminando ogni caso cho può aver luogo 
che se vi sono radici eguali vi dovranno essere una o più radici 
commensurabili. Si supponga, per esempio, che l’equazione abbia 
due radici ciascuna ripetuta due volte ed un’altra radice che si tro- 
va una sola volta; allora se i coefficienti sono quantità commensu- 
rabili la radice non ripetuta deve essere una quantità commensu- 
rabile. 


VII. LIMITI DELLE RADICI DI UN’EQUAZIONE. 

SEPARAZIONE DELLE RADICI. 

85. In questo Capitolo investigheremo primieramente alcuni teo- 
remi i quali mostreranno tra quali limiti debbono giacere tulle le 
radici reali di un’equazione proposta; ed in seguito considereremo 
con qualche estensione la possibilità di scoprire limiti tra i quali 
siano comprese separatamente le radici reali. Il vantaggio di un 
tale Capitolo nasce dal fatto che la risoluzione algebrica dell’equa- 
zione di un grado superiore al quarto non è stata ottenuta; e come 
vedremo in prosieguo, la risoluzione numerica delle equazioni è un 
procedimento sistematico fondato sulla supposizione di avere qual- 
che conoscenza dei valori approssimati delle radici in particolare. 

Si deve osservare che tutto questo Capitolo si riferisce alle radici 
reali delle equazioni, a meno che qualche cosa in contrario non sia 
specialmente stabilita. 

86. Quando diciamo che una certa quantità è un limile superiore 
delle radici positive di un’equazione, intendiamo che nessuna ra- 
dice positiva può essere maggiore di quella quantità. 
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87. Il coefficiente negativo numericamente più granile accresciuto 
dell’unità è un limite superiore delle radici positive di un’ equazione 
messa nella sua forma più semplice. 

Sia f(x) = 0 l’equazione; si supponga dell’?! 1110 grado. Sia p il 
coefficiente negativo numericamente più grande che si trova in f(x). 
Allora se si trova un tale valore per x che f(x) sia positivo per quel 
valore di # e per tutt’i valori più grandi, quel valore è un limite 
superiore delle radici positive dell’equazione f(x) — 0; ora se un 
valore positivo di x rende 

x n — p (•r" -1 ... +#+ 1) 


positiva, esso « forliori renderà f(x) positiva. Cioè, / (x) è positiva 

x n — 1 

per un valore positivo di x se x n —p è positiva, e quindi a 

x n -\ ( p \ 

forliori se x — 1 —p e positiva, cioè se (x n — 1 ) 1 1 — I e 

x — 1 \ x — 1 / 


positiva; e l’ultima espressione è positiva se x—\ è maggiore di p. 
Cosi f(x) è positiva se x è eguale ap + 1 o maggiore dip+1; cioè, 
p + 1 è un limite superiore delle radici positive dell’ equazione 

n *)= ». 


88. Nell’equazione f(x) — 0 si ponga —y per x , e se n è un nu- 
mero dispari si muti il segno di ogni termine sicché il coefficiente 
di y n sia +1. Sia q il coefficiente negativo numericamente più 
grande dell’equazione in questa forma; allora q + 1 è un limite dei 
valori positivi di y, e quindi — (</ + 1) è un limite dei valori nega- 
tivi di x. 

Quindi tutto le radici dell’equazione f (a?) = U debbono giacere 
tra p + i e — (q + 1). 

Quindi a fortiori so m è il valore numerico del più grande coeffi- 
ciente in un’equazione senza riguardo al seguo tutte le radici dell’e- 
quazione giacciono tra m+l c — (m-f-1). 


89. In un’ equazione dell' n m0 grado nella sua forma più semplice se 

p e il valor numerico del più grande coefficiente negativo, ed x n— r è la 

r 

più alta potenza di x che lia un coefficiente negativo, 1 + \/ p '■ un li- 
mite supcriore delle radici positive. 
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Sia /* (jf) = 0 l’ equazione proposta; poiché tutt’i termini che pre- 
cedono x H ~ T hanno coefficienti positivi f(x) sarà certamente posi- 
tiva per un valore positivo di x se 

• ,t" — p (x n ~ r -f- x n ~ T ~' + . . . + .t* + x + 1) 


x n- T +i _ | 

è positiva, cioè, so x n —p - — - ò positiva. Quindi, supponen- 

x — l 

_n-r-t- 1 

do x maggioro dell’ unità, /'(./') sarà positiva a forliori se x n —p 


x — 1 


è positiva, cioè se x H (x—\)—px n ~ r+l è positiva, cioè se x r t (x—\)—p 

è positiva, cioè a forliori se (x— l) r è eguale o maggiore di p. Quindi 
r r 

se x — 1 + \lp o ad un valore più grande, f(x) è positiva, cioè 1 -f ijp 

è un limite superiore delle radici positive dell’equazione f(x)~ U. 


00. Se ciascun coefficiente negativo sia preso positivamente e diviso 
per la somma di tult’i coefficienti positivi clic lo precedono, la più grande 
delle frazioni così formate accresciuta dell’unità, è un limite superiore 
delle radici positive. 

Sia l’equazione f(x) =0, in cui f(x) dinota 

P 0 r n +P IT" -1 +P 1 x n ~ ì -p a x n ^ 3 +p i x n ~*+ • • • -Pr l ' n ~ r + • • • -h?’„ • 

Ora abbiamo 

x m = (x - i ) (ar w ■ - 1 1 + x m ~ 2 + . . . + x + 1 ) + 1 ; 

siano trasformati per mezzo di questa formola tutt’ i termini dell’e- 
quazione con coefficienti positivi, e gli altri rimangano inalterati. 
Cosi f(x) diviene 


Po ( x ~ 1 ì^'-’+Poi *- 1 y~ 2 +Po(*- 1 )• ■ ■ ■ +p 0 (- r - 1 )■ +Po 
+p t (x— 1 )«*“*+/>,(«— 1 )j k_3 +. . . +p i (a;-l)+ji, 
+p ì (^-l).r" _3 -f . . . +p ì (x-\)+p ì 

+... 

Consideriamo ora le successive colonne verticali di questa espres- 
sione. Dove non vi è alcun coefficiente negativo il Valore della co- 
lonna è positivo se .r è maggiore dell’unità. Per assicurare un va- 
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lore positivo delle colonne in cui si trova un coefficiente negativo 
dobbiamo avere 

(Po+i'i+Pj) (*- 1) maggiore di ;> 3 , 


(Po+Pi+P* + -- +Pr- i)(*-l) maggiore di p r , 


Quindi x deve essere maggioro di - [-1,... e maggio- 

ro +l>f+Pi 
Pr 

re di r pi,... Quindi se x si prende eguale 

Po+Pl + Pi 4- ••• +Pr-ì 

alla più grande dello espressioni dosi ottenute, quel valore di x, o 
un valore più grande, renderà f(x) positiva; cioè, la più grande 
delle espressioni è un limite superiore delle radici positive dell’e- 
quazione f(x) — 0. 

91. Rischiareremo ora le regole con due esempi. Primieramen- 
te, si prenda l’equazione 

ar* -)- 8.r 4 — 1 hx 3 — 53j* -f ùG.r— 18 = 0. 

Per l’Art. 87 abbiamo 53 + 1, cioè ó4, come un limite superiore 
delle radici positive. 

Per l’Art. 89, poiché n = 5 ed r~ 2, abbiamo 1 -f V&3come un li- 
mito, sicché 9 ò un limite. 

Per l’Art. 90 dobbiamo prendere la più grande dello espressioni 
li 53 18 

seguenti; + 1 , 4- 1 , g ~ 6 +1, cioè, dobbiamo pren- 

53 

dere --fi; sicché 7 6 un limite. 

In secondo luogo, si prenda l’ equazione 

a -3 — óx* — 1 3a -8 + 2a: s -j- x — 70 = 0. 

Qui gli Art. 87 ed 89 danno 70 f 1 come un limite; c l’Art. 90 dà 

~ — M, sicché 19 è un limite. 

4 

Cosi, in tutti o due questi esempi, l’Art. 90 ci dà il più piccolo 
limite superiore. È facile vedere che l’Art. 89 dà sempre un limite 
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più piccolo che l’Art. 87, eccetto quando r = l, ed allora i due li- 
miti coincidono. L’Art. 89 è vantaggioso in generale quando si tro- 
vano più coefficienti positivi innanzi al primo coefficiente negativo, 
sicché r è grande. L’Art. 90 dà sempre un limite minore di quello 
dell’ Art. 87, eccetto quando il più grande coefficiente negativo è 
preceduto solamente da un coefficiente positivo, vale a dire quello 
del primo termine, ed allora i due limiti coincidono. L’Art. 90 è 
vantaggioso in generale quando si trovano grandi coefficienti posi- 
tivi innanzi al primo grande coefficiente negativo. 

92. Con artificii particolari possiamo frequentemente ottenere un 
limite superiore minoro di quelli dati dalle regole generali. 

Si consideri il primo esempio dell’ Articolo precedente. Qui dob- 
biamo trovare un limite superiore delle radici positive di /"(a;) = (), 
in cui f(x) può essere scritta cosi, 

a- 2 (x 3 - 53) + 8x 3 (x— yj + 56 (x— ; 

ora se x è eguale a 4, o ad un numero più grande ( le espressioni 
nelle parentesi sono tutte positive, e cosi f(x) è positiva. Così 4 è 
un limite superiore delle radici positive dell’equazione f(x) — 0. 

Ancora, si consideri il secondo esempio dell’Articolo precedente. 
Qui possiamo scrivere f(x) cosi, 

x 3 (x ì — 5x— 13) -f2x--j-x — 70; 

ora per mezzo dell’ Aft. 87 vediamo che x 2 — 5x — 13 è positiva se 
x=13+l o ad un numero più grande, ed evidentemente 2x 2 -(-x— 70 
è positiva quando x=14 o ad un numero più grande. Così 14 è un 
limite superiore delle radici positivo dell’equazione f(x)~ 0. 

93. Possiamo ora trovare facilmente un limito inferiore delle ra- 
dici positive di un’equazione, cioè un numero che nOn è maggiore 
di una qualunque delle radici positive. In fatti si trasformi l’equa- 
zione proposta in una di cui le radici siano le reciproche delle ra- 
dici dell’equazione proposta) ed allora il reciproco del limite supe- 
riore delle radici positive dell’equazione trasformata sarà un limite 
inferiore delle radici positive dell’equazione proposta. Così si sup 
ponga l’equazione proposta essere 

**+ )> r r , ‘- t +pj.r"-s f r + p„-0; 

8 


Digitized by Google 



LIMITI DELLE RADICI DI UN’EQUAZIONE. 


ó8 


si ponga - per x, si moltiplichi per y n e si divida perp n , sicché 
l’equazione trasformata è 


l’n-l ,.n-i 

Pn ' 



+ 


P » 


I 

+ — = o. 

Pn 


Si trovi un limite superiore delle radici positive di questa equazio- 
ne con uno degli Articoli precedenti, e si dinoti con L\ allora —6 

L 

un limite inferiore delle radici positive dell’ equazione proposta. 

Supponiamo elio si adoperi l’Art. 87; dinoti — quel coefficiente 

Pn 

che è numericamente il più grande dei coefficienti negativi dell’e- 
quazione trasformata; allora 1 — è un limite superiore delle ra- 

Pn p 

dici positive dell’equazione trasformata, e quindi — è un li- 

Pn-Pr 

mite inferiore delle radici positive dell’ equazione proposta. Qui p r 
è in fatti numericamente il più grande tra quei coefficienti dell’e- 
quazione proposta che hanno il segno contrario al segno di p n . 

Per esempio, nella prima equazione dell’Art. 91 abbiamo p a =— 18 
— 18 , 18 

c p r =[>6; cosi — — — — , cioè — , ò un limite inferiore delle ra- 
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dici positive. 


94. Spiegheremo ora un altro metodo per determinare un limite 
superiore delle radici positive di un’equazione; questo metodo è 
detto il Metodo di Newton. 


Dinoti f(x )= 0 l’equazione che deve essere considerata; si ponga 
h-{ y per a: e si sviluppi f(h + y) con l’Art. 12. Cosi l’equazione di- 
viene 

m + yf’ik) + i- ... +r”r (ft)=o. 

2 L!i 

Ora si supponga li positivo e rii un tale valore che f(h), 
f" (li) (h) siano tutte positive; allora nessun valore positivo 
di i/ può soddisfare la suddetta equazione. Ma y—x—h, e siccome 
y non può essere positivo, x non può essere maggiore di h\ cosi h 
ù un limite superiore delle radici positive dell’equazione f 
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Possiamo osservare clic se l’equazione proposta è nella sua forma 
più semplice /""(/i) é necessariamente positiva, essendo eguale ad | n. 

9,j. Per esempio, si prenda l’equazione 

x 5 +\r* — Ir* — 6x* — 700x 4- 500 -- 0. 

Qui f(h) - A 3 + li* - i/e'* - f>/i* - 700/i + 500, 

/•' (/ 1 ) = 5/t* + 1/e* - 12/i* - 12/t - "00. 
f" (li) = 10/t* + 6/t* - 12/t - 6, 

r|/"' (/t) — 10/t* + 4/t — 4 , 

!/•'"'(/,) = :>/! + 1. 

K conveniente d’incominciare con l’ultima funzione di li e di ri- 
salire regolarmente. Ogni valore positivo di A rende /'""(A) positi- 
va; A = 1 rende f'" (li) posttiva; A=2 rende f"(h) positiva; A = 4 
rende /■'(/!) positiva; A = 5 rende / (A) positiva. Allora si troverà clic 
/t =5 rende tutte le funzioni di A positive; e quindi 5 è un limite 
superiore delle radici positivo dell’ equazione proposta. 

Si deve osservare, che quando secondo il metodo qui esposto in- 
cominciamo con l’ultima funzione ed aumentiamo il valore di A 
convenevolmente a misura che risaliamo alle altre funzioni, non 
avremo mai bisogno di riesaminare il segno di quelle funzioni di li 
per le quali si è passato. Infatti supponiamo, per esempio, di esserci 
assicurati che un certo valore a di A renda positive tutte le funzioni 
di A sino ad f"(h). Allora si ponga un valore più grande per A, sup- 
poniamo a + b\ 0 poiché 

r " (« + &)= f" (a) + t>r («) + ~ f"" (a) + 

e tutt i termini del secondo membro sono positivi per supposizione, 
f”(a-\-b) é anche positiva. Quindi nell’ esempio precedente, quan- 
do si trovò che A=5 rendeva f(h) positiva, non era necessario di 
esaminare se questo valore di li rendeva le altre funzioni di A posi- 
tive, poiché il metodo di procedimento assicurava questo risultato. 

96. Per trovare i limiti delle radici negative di un’ equazione 
f(. r)=_0 poniamo — y per x, e poi troviamo i limiti delle radici po- 
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sitive dell’equazione trasformata in i/; allora questi limiti, con i 
loro segni mutati, saranno i limiti delle radici negative dell’equa- 
zione proposta. 

Si prenda, per esempio, l’equazione 

rr 3 — 7.r* — 1 5.r 3 -(- 3®* + 4® + 48 = U; 
si ponga — y per x ed otteniamo 

2/ 3 f 7i/‘ — 1 5j/ s - 3i/ 2 + 4i / — 48 = 0. 


48 

Per 1’ Art. 90 abbiamo ; + 1, cioè 5, come un limito su- 

1 + 7 + 4 48 

periore dello radici positive, e peri’ Art. 93 abbiamo . come 
un limite inferiore delle radici positive. Cosi le radici negative 
dell’ equazione proposta debbono giacere tra —5 e — — . 

DO 


97. Avendo così mostrato come si possono trovare dei limiti tra 
i quali debbono, giacere lullc le radici positive di un’equazione, e 
dei limiti tra i quali debbono giacere tutte le radici negative di 
un’equazione, passiamo a dare alcuni teoremi rispetto alla situa- 
zione delle radici prese isolatamente o in gruppi. Si vedrà in ap- 
presso clic la completa investigazione di questa parte del soggetto 
è contenuta nel Teorema di Sturai. 


98. Se sostituiamo successivamente per x in f(x) due quantità che 
comprendono tra loro un numero dispari di radici dell' equazione 
f (x) = Q , otterremo risultati di segni conlrarii; se sostituiamo successi- 
vamente due quantità che comprendono tra loro nessuna radice o un 
numero pari di radici otterremo risultali dello stesso segno. 

Supponiamo X e p, due quantità di cui X è la maggiore; siano 
«, h, c ... k, tutte le radici reali dell’equazione f(x)=0 comprese 
tra X e jjl; per l’ Art. 43 abbiamo 

f ( x ) — (® — a) (x — b) (® — c) . . . (x — k) (Ji (®) , 

in cui ò una funzione formata dal prodotto dei fattori quadra- 
tici che non possono mai cambiare il loro segno, e dei fattori reali 
clic non possono cambiare il loro segno mentre x giace tra X e ji. 
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Si sostituiscano successivamente X o p. per x\ cosi 

f &) = (X - o) (X - b) (X - e) . . . (X - A) <J/ (X) , 

f (V-) = 0* - «) (1*- &) (’/ “ c) • • • (Jt- X) • 

Oratutt’i fattori X — a, X — A, X— c,...X— A, sono positivi, o tutt’ i 
fattori [i — a, pi — A, pi — c, ... pi- A-, sono negativi; c iJ/(X) o (pi) 
hanno lo stesso segno. Quindi f(k) ei\ /'(pi) hanno lo slessp segno o 
segni conlrarii, secondo elio il numero delle radici a, A, c, ... A, è 
pari o dispari. 

99. Quindi viceversa se due quantità sostituite, per x in f(x) dan- 
no risultati di segni conlrarii, un numero dispari delle radici dell’e- 
quazione f{x) — 0 debbono giacere tra le due quantità; se esse 
danno risultati dello slesso segno o nessuna radice, o un numero pari 
di radici debbono giacere tra le due quantità. 

Questo risultato comprende quello doli’ Art. 19 come un caso 
particolare. 

100. Si devo osservare che la dimostrazione dell’ Art. 98 non ri- 
chiede che le radici a, b, c, ...A, si,ano tutte disuguali; solamente 
bisogna rammentarsi che una radico ripetuta in volto deve essere 
contata còme m radici. 

Vediamo che se f(K) ed f( p;) sono dello stesso segno, o nessuna 
radice, o pure un numero pari di radici dell’equazione f(x)— 0 giac- 
ciono tra X e pi. Ora negli Articoli precedenti di questo Capitolo si 
è alle volto usato un argomento della forma seguente; il valore pi 
o un valore più grande di x rende f(x) positiva, quindi pi è un li- 
mite superiore delle radici positive dell’equazione f(x)—Q. Si deve 
osservare che con le parole rende f{x) positiva, intendiamo rende f(x) 
una quantità positiva e non zero. Por esempio, se i) 2 (ar— 1), 

allora se a: è maggiore dell’unità f (x) non può divenire negativa; 
ma non dobbiamo conchiudere che l’unità ò un limite supcriore 
delle radici positive, poiché 4 ù una radice. 

Se dunque conosciamo solamente che f(x) non può divenire ne- 
gativa per un valore qualunque di x maggiore di p., non possiamo 
conchiudere che non vi è alcuna radice maggiore di pi; ma possia- 
mo conchiudero che o non vi è alcuna radice, o pure vi sono una 
o più radici ciascuna ripetuta un numero pan' di volte. 
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101. Investigheremo ora un importante teorema che fornisce 
dello relazioni tra le radici dell’equazione f(x)—i) e le radici dell’e- 
quazione f (x) = 0, in cui /'' (a?) è la prima funzione derivata di 1 
f(x). Il teorema è alle volte dinotato dal nome di Bolle , il quale fu 
il primo ad adoperarlo. 

102. Una radice reale dell' equazione f'(.r) = 0 giace Ira due radici 
reali adiacenti qualunque dell’ equazione f(x) = 0. 

Le radici reali dell’equazione f(x) — 0 disposte in ordine decre- 
scente di grandezza algebrica siano dinotate con a, b, c, ... k. Sia 
9 (x) il prodotto dei fattori quadratici corrispondenti alle radici im- 
maginarie dell’ equazione f(x)— 0, sicché o(.r) non può cambiare il 
suo segno. Allora per l’Art. 43 

l’(x)=(x—a) (x-b) (x—c) . . . ( x—k ) cp (./■). 

In questa identità si ponga y + z per x\ cosi 

/'(!/+=)=('/+=-«) (U+z-b) (y+z-c),.. (y-\-z-k)<?(y+z). 

Si supponga ciascun membro di questa identità sviluppato in una 
serie procedente secondo le potenze ascendenti di z. Il coefficiente 
di 3 nel primo membro sarà f'(y)\ si vegga l’ Art. 12. Il coefficiente 
di 3 nel secondo membro sarà 

| (y - b) (y-c) . . . ( y-k ) + (y-a) ( y-c ) . . . (y-k) + . . . J ? (y) 

+ (y-a) (y-b) (y-c) . . . (y-k) o'(y) . 

Eguagliando questi coefficienti di 3, e cambiando ij in x nella iden- 
tità risultante, abbiamo 

f'(x) = j(£-é) (x -c) ... (x-k) + (x-a) (x-c) ... (x— k) + . . .j c? (x) 

+ (x—a) (x—b) (x-c) ... (x—k)<f'(x). 

Ora si pongano successivamente a, b,c, ...k, perir; l’ultimo termine 
nel secondo membro dell’identità svanisce in ogni caso, e quindi 
il segno di f' (a) è lo stesso che il segno di (a—b) (a—c) ... (a—k), 
il segno di f'(b) é lo stesso che il segno di (b—a)(b—c)... (b—k), 
il segno di f' (c) è lo stesso che il segno di (c—a)(c—b)...(c—k), e 
cosi di seguito; e questi segni sono alternativamente positivi e ne- 
gativi, poiché la prima espressione non ha alcun fattore negativo. 
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la seconda espressione ha un fattore negativo, la terza espressione 
ha due fattori negativi, c così di seguito. Quindi per 1’ Art. 99 un 
numero dispari delle radici dell’equazione f'(.r)~ 0 giaociono tra 
due radici adiacenti qualunque dell’ equazione /’(.r)=U. 

103. La dimostrazione dell’Articolo precedente suppone che le 
radici a, b, c, ...k, siano tutte disuguali. Supponiamo nonpertanto 
che la radice a sia ripetuta r volte, che la radice b sia ripetuta s 
volte, che la radice c sia ripetuta l volte, c così di seguito. Avremo 

f (x)-=(x-a) r ( x - b )* (x-c ) 1 ... 9 (x), 

f'(.f)—^(x) |r(x— a/ -, (.r— bf(x-c ) 1 . . . +s(x—a) T (x—b)'~ i (x-c ) 1 . .. + ... | 

+ (x-a) r (x—b) s (x-c/. . .?'(r). 

Dinoti f t (x) la massima comune misura di f(x) ed f (r) , cioè, sia 
f,(a?) —(x — a) r ~ x (x — è)* -1 (x—c)'~ l . . . Allora 

=9 (x) |r (x-b) (x-c) . . . + s (x-à) (x-c) ...+••• 

+ (x—a) (x—b) (x—c) . . . c'(.r) . 

Si chiami questa espressione F (x) ; allora come prima vediamo 
che l’equazione F(x)= I) ha un numero dispari di radici tra a e b, 
un numero dispari tra b e c, e cosi di seguito. E poiché abbiamo 
f (x)=l' i (x)F(x), sempre che F (x) svanisce anche f'(x) svanisce. 
Così un numero dispari delle radici deU’oquazione f'(x)—() giaccio- 
no tra due radici disuguali adiacenti qualunque dell’ equazione 
f(x)=0. 

Rispetto alle radici eguali dell’equazione f(X)—0, sappiamo che 
la radice a che ò ripetuta r volte nell’equazione f(x) — 0 è ripetuta 
r — 1 volte nell’equazione/'' (x) =0. Similmente la radice b che ò 
ripetuta s volte nell’equazione f(x) = 0 6 ripetuta s— 1 volte nell’c- 
quazione f (x) = 0; e così di seguito. 

Sarà conveniente per noi di immaginare che le r radici eguali 
ad a dell’equazione f\x) = 0 includano r— 1 intervalli, in ciascuno 
dei quali si trova una radice a dell’equazione f'(x)— 0; e similmente 
per le altre radici ripetute. Con questo concetto possiamo riguar- 
dare l’enunciato dell’ Art. 102 come valevole generalmente, siano 
o pur no le radici dell’equazione f(x)^tì tutte disuguali. 
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101. Non più elio una radice dell’ equazione f(x)=Q può giacerò 
tra due radici adiacenti qualunque dell’ equazione f (x)=0. Poiché 
se ve ne potesse esserero più di una vi sarebbero una o più radici 
dell’equazione f'(x) = 0 compreso tra esse, e cosi le due radici 
dell’equazione f'(x) che erano adiacenti per supposizione non sa- 
rebbero più adiacenti. 

E similmente l’equazione f(x)—0 non può avere più di una ra- 
dice maggiore della più grande radico dell’ equazione f'(r) = 0, o 
più di una radico minore della più piccola radico dell’equazione 
/■'(*)=• 0. 

Se l’equazione f (x) = 0 ha tutte le sue radici reali, avverrà lo 
stesso per l’equazione f’(x) = 0; infatti l’ultima equazione ò di un 
grado minore di un’unità di quello della prima, ed una radice del- 
l’ultima equazione esiste tra due radici adiacenti qualunque della 
prima equazione. E generalmente se l’equazione f(x)=(ì ha in ra- 
dici reali l’equazione f (x) = 0 ha certamente tn—1 radici reali, o 
ne può avere di più. 

105. Poiché f" (x) è la prima funziono derivata di ['(x), l’equazio- 
ne f"(x) — 0 ha un numero dispari di radici tra due radici adiacenti 
qualunque dell’equazione f'(x)= 0. Cosi se l’equazione f(x) =0 ha 
m radici reali, l’equazione f (x)=z 0 ha al meno in — 1 radici reali, 
e l’equazione f" (x)—0 ha al meno hi — 2 radici reali. Procedendo 
in questo modo giungiamo al risultato che se l’equazione f(x)— 0 
ha ni radici reali, l’equazione f r (x)= 0 ha al meno ni— r radici 
reali. 

Quindi se l’equazione f r (x) = 0 ha gradici immaginarie, l’equa- 
zione f(x) = 0 ha al meno radici immaginarie. Infatti se l’equa- 
zione f(x) = 0 avesse meno di jj. railici immaginarie essa avrebbo 
più di n— pi radici reali, supponendo n il grado dell’equazione’, cosi 
l’equazione [* ( x ) =0 avrebbe più di n— jjl— r radici reali, e siccome 
questa equazione ò del grado n — r essa non potrebbe avere tanto 
radici immaginario quante ne indica jjl, il che è contrario alla sup- 
posizione. 

Per esempio, sia f(x) — x n (\ —x) n . 

L’equazione f (x) =0 ha tutte le sue radici reali, cioè, n eguali a 
zero, ed n eguali all’unità. Quindi l’equazione f’ l (x) — 0 avrà tutte 
le sue n radici reali e tutte comprese tra 0 ed 1 ; questa equazione ù 

0-1 wn+1 r w ^ n ~ 1 ) (»-M)(» + 2) , 

! I + 1.2 1.2 r ' 
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10G. Dall’ Art. 1(15 possiamo dedurre il seguente, semplice carat- 
tere, che spesso indicherà l’esistenza di radici immaginarie in una 
equazione. 

Siano p r _j , p r , e p r+1 i coefficienti di tre termini consecutivi in f(x), 
allora se p r * è minore di p r _, p,. tu' dovrà essere utia coppia di radici 
immaginarie nell’ equazione f (x) — (I. 

Si prenda la («— r— l) ma funzione derivata di f(x) e si eguagli 
a zero; così 




|r-fl 


1-2 


1 


Si ponga - por x, si moltiplichi per y +ì , e si divida per | n--r— 1 • 


cosi 


r , + (»-ri)', r+ (»-.- + l )(..- | -)>V J r-, + ,., = 0 . 

« 1 • i 11 


Pr+t 


PlM- 1 


Se le radici di questa equazione sono tutte reali la somma dei 
loro quadrati ò positiva; e quindi, per l’Art. 47, 

(n-r) 2 p,. 2 _ (a-r-M)(n-?-)Pr-i 
P*r+I Pr+Ì 

è positiva. Quindi 

,. n — r + I 

p* e maggiore di — — — P r -iPr+i > 

ed a fortiori 

p 2 è maggiore di p r _, p r+i . 

Se dunque questa condizione non è soddisfatta vi deve essere 
una coppia di radici immaginarie nell’equazione derivata, e quindi 
anche nell’equazione proposta. 


107. Se conosciamo tutte le radici reali dell’equazione f' {x) — 0 
possiamo determinare quante radici reali ha l’equazione f(x) = 0. 
Infatti siano a, (5, f , ... X, le radici dell’equazione f\x) — 0 dispo- 
ste in ordine decrescente di grandezza algebrica. Si sostituiscano 
per x in /*(.; v) successivamente a, p, f, ... x, e si osservino i segni 
dei risultati. Allora tuia radice o nessuna radice dell’equazione 

« 
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f(x)—U esule tra due valori adiacenti qualunque sostituiti, secondo 
che i corrispondenti risultati hanno segni contrarii o lo stesso segno. 
Ciò segue dagli Art. 98 e 104. 

L’equazione f(x) =0 ha una radice algebricamente maggiore di 
a, o nessuna, secondo che f( a) è negativa o positiva; ed essa ha 
una radice algebricamente minore di x se l’equazione è digrado 
pari ed /‘(x) è negativa, o pure se l’equazione è di grado dispari ed 
f (x) è positiva, altrimenti no. Si veggano gli Art. 98 e 104. 

Quindi il numero delle radici reali dell’equazione f(x)—0 sarà 
lo stesso che il numero delle variazioni di segno nella serie ottenuta 
sostituendo +oo , a, J5, y, ...x, — oc , per x in f(x) successivamente. 
Però se f(x) svanisce quando si fanno alcune delle sostituzioni, ciò 
indica che l’equazione /'(x)=0 ha radici eguali, ed il numero di 
queste può essere scoperto col Cap. vi. 


108. Come un esempio cercheremo le condizioni aflinchò l’equa- 
zione x 3 — qx + r^= 0 abbia tutte le sue radici reali, supponendo q 
una quantità positiva. Qui f' {x) — 3.r s — </, sicché le radici dell'o- 

quazione f (x) -0 sono tt \J ^0 ; sia + ^ e P=— \J(^ ) • 


Allora 


f («0 = -H 






«» = -@ 4+ '(l) 1+ ~ ! (0 5 +'- 


Si supponga in primo luogo 


- j maggiore di 



allora se »• 


è positivo f(tx) ed f(fi) sono tutte e due positive, e l’equazione 
f(x) = 0 ha solamente una radice reale, la quale è algebricamente 
minore di J5; se r è negativo f(a ) ed f(fi) sono tutte e due negative, 
e l’equazione f(x)= 0 ha solamente una radice reale, la quale è 
maggiore di a. 


Supponiamo ora 



minore di 



allora /'(a) è negativa ed 


f(fi) ò positiva, c l’equazione f(r)= 0 ha tre radici reali, cioè 
una maggiore di a, una tra a e fi, ed una algebricamente mi- 
nore di fi. 


109. Un metodo di scoprire la situazione delle radici reali di 
un’equazióne fu indicato da Waring, e riprodotto da Lagrangc, il 
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quHle metodo ora spiegheremo; esso é chiamato il Metodo di Waring 
per separare le Radici. 

Supponiamo che le radici eguali di un’equazione, se essa ne ha 
alcune, siano state scoperte e siano stati rimossi i fattori corrispon- 
denti, sicchò si abbia a trattare un’equazione che ha solamente ra- 
dici disuguali. Rappresenti f(x)=() quest’equazione. Si supponga 
k essere una quantità che è minore della differenza di due radici 
qualunque, e sia s un limite superiore delle radici positive. Si so- 
stituiscano per x in f(r) successivamente s, s-k, s— 2/t, s-Zk, ... e 
cosi di seguito sino ad una quantità che è algebricamente minore 
della più piccola radice che l’equazione può avere; e si osservi la 
serie dei segni dei risultati. Allora quando si trova una variazione 
di segno vi é una radice tra i due corrispondenti valori sostituiti, 
e quando si ha una permanenza di segno nessuna radice esiste in 
quell’intervallo. Infatti poiché k è minore della differenza tra due 
qualunque delle radici siamo sicuri che più di una radice non può 
cadere in ciascun intervallo. 

Dobbiamo quindi considerare in qual modo la quantità k possa 
essere determinata. Supponiamo che sia stata formata l’equazione 
che ha per sue radici i quadrati delle differenze delle radici dell’e- 
quazione proposta, e che un limite inferiore delle radici positive 
di questa equazione sia stato trovato; si dinoti questo con ò. Al- 
lora \!ù è un valore convenevole per k. 

Nell’ Art. 60 abbiamo già dato un esempio della formazione di 
un’equazione che ha per suo radici i quadrati delle differenze delle 
radici di un’equazione proposta, ed in seguito considereremo la 
quistione generalmente. Si vedrà allora che a motivo della compli- 
cazione del risultato ottenuto, il metodo di Waring per separare le 
radici di un’equazione proposta 6 generalmente inutile in pratica 
per le equazioni di un grado superiore al terzo, benché teoretica- 
niente esso raggiunga lo scopo proposto. 


HO. Come un esempio del metodo di Waring 
zione 


x 3 — Zx i — \x -f- 1 3 = 0. 


si prenda l’equa- 


Per 1’ Art. 60 l' equazione che ha per sue radici i quadrati delle 
differenze delle radici dell’equazione proposta è 

i/ 3 — 42j/* + 441y — 49=0. 

Si ponga y = -; cosi IO; 3 — 4413*-)- 12;— 1 =0. 
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cioè, 


i9 3 *( S -9) + 42( S -l)=0; 


cosi 9 è un limite superiore dei valori di 5, e quindi - è un limite 

Il 1 9 

inferiore dei valori di y. Quindi y-, cioè, -, è minore della dif- 
ferenza tra due radici qualunque dell’ equazione proposta. 


Ora 4 + 1, cioè à, è un limite superiore delle radici positive del- 
l’equazione proposta, per l’Art. 87. E — (1 + 1) è numericamente 
un limite superiore delle radici negative, per gli Art. 9f> ed 89. 
Così tutte le radici dell’equazione proposta giacciono tra 5 e —3. 
Sostituendo successivamente per x, i valori 5, 5 — -J-, 5 — f, ... si 
troverà che una radice cade fra 3 e 2§, una radice tra 2| e 2|, ed 
una radice fra —2 e — 2|. 


111. Conchiuderemo questo Capitolo con una proposizione la 
quale può servire come un esempio di alcuni dei' principii già sta- 
biliti. Nell’equazione f(x) — 0 


in cui f(x)—p 0 x n +p ì x n ~^ + ...+x — r. 


se q ò il valore numerico del coefficiente numericamente più gran- 
de, ed r è. positivo e minore di — - - vi è una radice reale positiva 

2 + 1 q * 


minore di 2»\ 


Quando x è zero f(x) è negativa. Ora un valore positivo di x ren- 
derà f(x) positiva, a fori lori, se esso rende 

a? - r — q (x n + .r" -1 + . . . + a- 1 + # 2 ) 

1 — x n ~* 

positiva, cioè, se essa rende x-r — qx 2 — : positiva. 

1 — x 


Quindi a fortiori f(x) è positiva se i è minore dell’unità ed 
(1 — x)(x — r) — qx* è positiva. Ora si ponga 2r per x nell’ultima 
espressione ed essa diviene rjl— 2r— iqr), e questa è positiva 
poiché per supposizione r(2+ ir/) è minore dell’unità. Cosi f(x) è 
positiva quando jr=2r; ed f(x) è negativa quando x=0; quindi una 
radice dell’ equazione f(x) — U giace tra 0 e 2r. 


Similmente se l’ultimo termine in f(x) è r invece di — r ed rè 
positivo e minore di 0 * f ^ l’equazione /'(.r) = IJ ha una radice tra 


n 


1 » e 


'ir. 
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Vili. RADICI COMMENSURABILI. 


112. Per radice commensurabile s’intende una radice elio può es- 
sere espressa esattamente in una forma finita, intera o frazionaria; 
sicché essa non contiene alcuna quantità irrazionale. Mostreremo 
ora che quando i coefficienti di un’equazione sono numeri raziona- 
li, interi, o frazionarli, le radici commensurabili dell’equazione fa- 
cilmente possono essere trovate. 

Abbiamo veduto nell’ Art. 53 che se i coefficienti di un’equazione 
sono razionali ma non tutti interi, possiamo trasformare l’equazio- 
ne in un’altra che ha tutt’i suoi coefficienti interi e per coefficiente 
del suo primo termine l’unità. Possiamo quindi limitarci ad equa- 
zioni dell’ ultima forma ; e dimostreremo primieramente clic lo 
equazioni di quella forma non possono avere radici razionali fra- 
zionarie. 

113. Se i coefficienti di un’equazione sono numeri interi, ed il coef- 

ficiente del primo termine è l'unità, l'equazione non può avere una ra 
dice razionale frazionaria. , 

Sia l’equazione 

i n -jp,.r”- , +p 2 .r"- 3 + . • 

e se è possibile si supponga che essa abbia una radice razionale 
_ . . . . . . 

frazionaria espressa nei suoi minimi termini da - . b>i sostituisca 

b 

questo valore per x, e si moltiplichi da per tutto per b n ~*\ cosi 
Y+P l a n ~ , -fp ì a n ~ 2 b+...-rp n _ t a ì b n ~ 3 +p n _ t ab n -‘ ì +p ll b n ~ l -<), 
e quindi 

— a ——Pia n ~'+P ì a n ~' i b-f...+p ll _ ì a' l b n ~ i +p n _ ì ab n ~ i +p n b n ~ % . 

L’ultimo risultato è impossibile poiché il secondo membro dell’e- 
quazione é un intero, ed il primo membro non è un intero. Quindi 
a 

- non può essere una radice dell’ equazione proposta. 
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1 14. Cosi abbiamo solamente ad occuparci della ricerca delle ra- 
dici commensurabili intere, e spiegheremo ora il metodo col quale 
esse possono essere trovate. 11 metodo è talvolta chiamato il Metodo 
dei divisori, C talvolta il Metodo di Newton . 

Sia l’ equazione 

^ n +p 1 ^"" , +P I ^ n ' , +...+P /i _rC 2 +p n _ 1 2-+p n =0. 

e si supponga a una radice intera. Allora sostituendo e scrivendo 
i termini in ordine inverso abbiamo 


Pn+Pn-t a +Pn-ì at +" •+P* (1 ” ’ l o"= 0 , 

e quindi dividendo per a 

~+Pn-i+Pis-t a +-’-+Pt an ~ 3 +Pì att ~'+ an ~ l ~ Q - 


P 

Quindi — dove essere un intero - , dinotiamolo con q, e si divida 
a 

di nuovo per a; cosi 

Quindi deve essere un intero; dinotiamolo con 7 , e si 

a , 

divida di nuovo per a, e troveremo che — — — 2 deve essere un- 

a 

intero. Procedendo in questo modo dopo di aver diviso n volte per 

a arriveremo ad un risultato dinotato da — ■■ ^ 1 -f - 1 = 0 . 

a 

Quindi le seguenti condizioni sono necessarie affinchè l’intero a 
possa essere una radice dell’equazione f(x) = 0. 


L’ultimo termine dell’equazione deve essere divisibile per a. Si 
aggiunga al quoziente così ottenuto il coefficiente di x nell’equa- 
zione; la somma deve essere divisibile per a. Si aggiunga al quo- 
ziente così ottenuto il coefficiente di x* nell’equazione; la somma 
deve essere divisibile per a. Si proceda in questo modo sino a che 
siano state effettuate n — 1 divisioni, e si aggiunga al quoziente il 
coefficiente di a!" - *; la somma deve essere divisibile per a ed il quo- 
ziente deve essere — 1 . 


Se alcuna delle condizioni richieste non è soddisfatta l'intero a 
non è una radice. 
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' Ha. Nell’Articolo precedente abbiamo trovato le condizioni elio 
sono necessarie affinché l’ intero a possa essere una radice dell' e- 
quazione f(x) = 0; è facile vedere che se l’ultima di queste condi- 
zioni è soddisfatta l’intero a è una radice. Infatti quell'ultima con- 
dizione può essere espressa cosi; 


, P * ,?1 

n ' u — i ti — ± * * ’ • *i * * 

a a 1 a 2 or a 




e se questo é vero vediamo moltiplicando per a" che a è una radice 
d i f(x) = 0 . 

Adunque per trovare tutte le radici commensurabili di un’equa- 
zione dobbiamo solamente determinare tutt’i divisori dell’ultimo ter- 
mine, ed esaminare se essi soddisfano alle condizioni dell’Art. 114. 
Il lavoro spesso sarà diminuito trovando prima i limiti positivi e 
negativi delle radici, poiché naturalmente non è necessario di con- 
siderare alcun intero che non cade tra quei limiti. 


1 10. Per un esempio si prenda l’equazione 

*3 _ 3^2 _ - 10 = 0. 


Qui 1 4-10 è un limite superiore delle radici positive, per l'Art.87; 
e scrivendo — y per x otteniamo l’equazione 

V 3 + 3 y (y - +10 = 0, 

per la quale 3 è un limite superiore delle radici positive. Quindi 
tutte le radici dell’equazione proposta giacciono tra 11 e —3. I di- 
visori di —10 che cadono tra questi limiti sono 10, 5, 2, 1,-1, 
— 2; e procediamo ad esaminare se alcuni di questi numeri sieno 
radici. 


+ 10 

+ 5 

+ 2 

+ 1 

- 1 

- 2 

- 1 

- 2 

- 5 

- 10 

10 

5 

- 9 

- 10 

-13 

- 18 

2 

- 3 


__ o 


- 18 

- 2 



- 5 


-21 

- 5 



- 1 


- 21 

-f 5 



Nella prima linea sono scritti tutt’i divisori dell’ ultimo termine 
che è necessario di esaminare, al di sotto di ciascun divisore sono 
posti i risultati che nascono eseguendo l’esame con quel divisore. 
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Così prendendo il divisore 10, dividiamo prima l’ultimo termine 10 
per esso, e scriviamo il quoziente —1; quindi aggiungiamo questo 
al coefficiente di x che è —8, e scriviamo la somma -9; questa 
non è divisibile per 10, sicché 10 non é una radice. Rispetto a 5 
tutte le condizioni sono soddisfatte, sicché 5 è una radice. Rispetto 
a +2 e —2 giungiamo ad un punto in cui la divisione esatta non 
è possibile, sicché questi numeri non sono radici. Rispetto a + 1 e 
— 1 la condizione finale non è soddisfatta, sicché questi numeri non 
sono radici. 

Così la sola radice commensurabile é 5; e dinotando l’equazione 
con f (x) = 0 , conosciamo che ai — 5 è un fattore di f(x). L’altro fat- 
tore si troverà essere x* -j- 2.r + 2. 

Per un altro esempio si prenda l’equazione 

•■r 5 + 5 j?* + .r 3 — 1 6 j 2 — 20 x —10 = 0. 

Si troverà che le radici commensurabili sono 2, —2, e —4. 

* 

1 17. Ordinariamente si omettono + 1 e — 1 dai divisori che deb- 
bono essere esaminati, essendo più semplice di vedere se questi 
valori sono radici col sostituirli per x nell’equazione data. 

Se alcune potenze di x mancano nell’equazione proposta esse 
si debbono supporre introdotte con i coefficienti zero; si vegga 
l’ Art. 51. 

« 

Quando abbiamo accertato col metodo qui esposto che alcuni 
numeri a, b , c, ... , sono le sole radici commensurabili di un’equa- 
zione f(x) = 0 , rimane ancora a determinare se alcuna di queste 
radici sia ripetuta. Possiamo per ciò dividere f(x) pel prodotto 
(x—a)(x—b)(x—c).>. e dinotando il quoziente con O (x) possiamo 
applicare il metodo all’equazione cp(.r)=(), e così determinare se 
alcune delle quantità a, b, c, ... sono radici di questa equazione. 
Procedendo in questo modo determineremo le radici ripetute dell’e- 
qnazione f(x) = 0 , e quante volte ciascuna radice è ripetuta. 

O pure possiamo applicare lo condizioni delle radici eguali tro- 
vate nel Gap. vi. all’equazione f (x) — 0 . 

118. Supponiamo che in vece di prendere un’equazione, con l’u- 
nità per coefficiente del primo termine, come nell’ Art. 114, si pren- 
da un’equazione con un intero qualunque p 0 per coefficiente del pri- 
mo termine. La sola differenza nelle condizioni risultanti si è che 
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l’ultimo quoziente (leve essere —p 0 e non —1. Supponiamo per 
esempio 

'2x 3 — 1 2x- + 1 3x — 1 5 = 0. 


ir. 

Qui -r-+l è un Jimite superiore delle radici positive per l’ Art. 87, 


e non vi è alcuna radice negativa per l’ Art. 21, e vediamo con la 
sostituzione che 1 non è radico; cosi i soli divisori dell’ultimo ter- 
mine da considerare sono 5 c 3. Il procedimento essendo disposto 
come sopra abbiamo 

r. 

o 

- — O 



11 ) 8 
■> 

- 1(1 
_ ó 


•> 


Così 5 è una radice, poiché tutte le condizioni sono soddisfatte, 
l’ultimo quoziente essendo —2; c 3 non è radice, poiché 8 non é 
divisibile per 3. 

Bisogna rammentarsi che se il coefficiente del primo termine non 
é l’unità l’equazione può avere una radice commensurabile frazio- 
naria; si vegga l’ Art. 113. 


119. Il numero dèi divisori dell’ ultimò termine che é necessario 
di esaminare alle volte può essere diminuito col seguente princi- 
pio. Si supponga a una radice dell’equazione /'(x)= 0; per# si pon- 
ga m+y, allora a — m é un valore di y che soddisfa all’equazione 
f(m + y)=0. 11 termino indipendente da y in questa equazione è 
f e tutt’i coefficienti di y sono interi, se i coefficienti in f(x) 
sono interi ed m è anche un intero; si vegga l’Art. 12. Così se a è 
un intero a — m è un intero c deve perciò dividere f(m) per l’Art. 
114. Così ogni intero a che divide l’ultimo termine di f{x ) deve es- 
sere rigettato se a — m non divide f(m). 

Qui m può essere Un intero qualunque positivo o negativo; i va- 
lori + 1 e -1 sono vantaggiosi per la facilità con la quale si può 
allora calcolare f(m). 

Si prenda per esempio la seconda equazione data nell’ Art. 116; 
qui 4 divide l’ultimo termine, ma 4 + 1 non divide f( — 1) che è 
— 9; così 4 non può essere una radice dell’ equazione proposta* 

Ancora, si prenda l’esempio x* — 20x*+ 161x — 400=0. Questa 
equazione non ha alcuna radice negativa per l’Art. 24; e scriven- 

10 
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dola nella forma x t (x~ 20) + 164 — — j, vediamo che 20 è un 

limite superiore delle radici positive. 1 divisori positivi dell’ultimo 
termine che sono minori di 20 # sono 2, 4, 5, 8, 10, e 16. Di questi 
5, 8, e 10 non sono radici; poiché /"(l) = — 25IS, <s questo non è di- 
visibile per 5 — 1, o per 8 — 1, o per 10 — 1. Cosi i soli divisori 
dell’ultimo termine che rimangono ad esaminarsi sono 2, 4, e 16; 
si troverà che 4 è una radice. 


120. Come un esempio di una radice razionale frazionaria, si 
consideri l’equazione 4-r*— il:r*-l-7a; — 6 = 0, cioè, 


x K — 




V 

Prima, si ponga x = -, per trasformare l’equazione in una con 
coefficienti interi; si vegga l’Art. 53. Cosi 


y* — lli/ 1 + 14y — 24 = 0, 
cioè, y 4 -|-0y s — lly* -j- 14y — 24 = 0. 


Per gli Art. 89 e 96 tutte le radici di questa equazione debbono 
cadere tra 1+^24 e — (1-Ì-V24); e vediamo con la sostituzione 
che +1 e —1 non sono radici. Così i soli divisori dell’ultimo ter- 
mine da esaminarsi sono 4, 3, 2, —2, —3, —4. Inoltre f(x)~ — 20, 
e questo non è divisibile per 4 — 1,0 per — 2 — 1; cosi i numeri 4 
e —2 debbono essere rigettati. 11 procedimento essendo disposto 
come sopra abbiamo 


3 

2 

-3 

- 4 

— 8 

- 12 

8 

6 

6 

2 

22 

20 

2 

1 


- 5 

-9 

- 10 


- 16 

- 3 

- r» 


4 

- 3 



4 

- 1 



- 1 


y 3 

Così 3 e — 4 sono radici; e poiché x = - , abbiamo - e —2 co- 
me radici dell’equazione primitiva. 
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IX. SULL’ABBASSAMENTO DELLE EQUAZIONI. 


121. In questo Capitolo mostreremo come la risoluzione di un’e- 
quazione si può far dipendere dalla risoluzione di un’equazione di 
grado più basso, in alcuni casi in cui sussistono note relazioni 
tra le radici; questo procedimento è chiamato l’abbassamento delle 
equazioni. 


122. Quando due equazioni hanno una radice o più radici in co- 
mune, si cerca di determinare la radice o le radici. 

Supponiamo che l’ equazioni f(x) = 0 ed F (x) = 0 abbiano una 
radice comune a; allora f(x) ed F (x) hanno il fattore comune x— a. 
Quindi la massima comune misura di f(x) ed F (x) deve avere x— a 
come fattore. Similmente ogni fattore comune ad f(x) ed F(x) sarà 
un fattore della loro massima comune misura, e nessun altro fat- 
tore si troverà nella massima comune misura. 

Quindi, se troviamo la massima comune misura di f(x) ed F(x), 
e si eguaglia a zero, le radici di questa equazione coincideranno 
con le radici richieste che sono comuni alle equazioni f(x) — 0 ed 
F (x) = 0. 

Se un fattore è ripetuto in f ( x ) ed F (x) esso sarà unohe ripetuto 
nella loro massima comune misura. 

123. Supponiamo, per esempio, di avere le due equazioni 

x * + 3.T 1 — 5,r* — Gai — 8 = U 

ed x* + x 3 — 9-c* + 10 j — 8 = 0. 

La massima comune misura delle espressioni che formano i primi 
membri di queste equazioni è x t -f 2x — 8; e se essa si mette eguale 
a zero otteniamo x — — 4, o ;r = 2. Cosi 2 e --4 sono le radici co- 
muni alle due equazioni. 

124. Supponiamo che si sappia esistere tra a e b, due radici dell’e- 
quazione f(a r) = 0., la relazione pa -j- qb = r'. si cerca di determinare 
queste radici. 
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Poiché a e b sono radici dell’equazione f(x)— 0, abbiamo 0, 

ed f(b) = 0; ma b = — — , quindi /'( - — — ) = 0. Cosi a ò una ra- 
9 \ 9 / 

dice comune delle equazioni /'(j) = 0 ed ^ = 0. Quindi « 

può essere trovata con l’Articolo precedente. Cosi a ò conosciuta 
e quindi b dalla relazione pa-j- qb = r. Quindi f(x) si può dividere 
pel prodotto dei fattori x — a ed x — b\ o se il quoziente si eguaglia 
a zero' otteniamo un’equazione per determinare le rimanenti radici 
dell’ equazione f (x) = 0. 

125. Supponiamo, per esempio, di avere l’equazione 

x* — 7 x* f 1 lx 2 — 7x+ 10 = 0 (1), 

e di conoscere che due delle sue radici a e b sono legate dalla re- 
lazione b — 2a -pi. 

Si sostituisca 2x -f- 1 pe.r x in (1); così 

(2x + l) 4 — 7 (2x + l) 3 -|- 11 (2x + i) 2 — 7 (2x+ 1) + 10 = 0, 
cipè , 1 Gx 4 — 2 lx 3 — 1 Ox 2 — lx + 8 = 0 , 

o ' 4x 4 — Gx 3 — \x- — x + 2 = 0 (2). 

La massima comune misura dei primi membri di (1) e (2) si tro- 
verà essere x — 2. Cosi a=2, e quindi 6 = 5; cioè, 2 e 5 sono duo 
delle radici dell’ equazione proposta. Quindi si troverà che 

x 4 — 7x 3 + 1 lx 2 — 7x+ 10 = (x — 2) (x— 5) (x* +1), 

sicché le altre radici sono ± <J (— *)• 

12G. Può accadere che un’altra coppia di radici a e fi sia sog- 
getta alla condizione pa + gp = r. In questo caso le espressioni f(x) 
(r — px\ 

cd f I 1 avranno per loro massima comune misura un espres- 

sione del secondo grado in x la quale conterrà i fattori x— a ed x— a. 

Se le radici a c b sono entrambe ripetute nell’oquazione f(x)=0, 
il fattore x — a sarà ripetuto nella massima comune misura di f(x) 

- K-f)- 

127. Generalmente supponiamo che duo radici a e è dell'equa- 
zione f(x) — 0 siano legate dalla relazione è = :p(a). Allora le equa- 
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zioni f(x) = 0 c<l /"j:p(z:)}=0 hanno una radice comune, cioè a, e 
possiamo determinare questa radice comune con l’ Art. 122. 

128. Vi è un caso in cui il metodo dogli Art. 124 e 126 non 
ci aiuta nel risolvere un’equazione proposta. Supponiamo, per 
esempio, di avere un’equazione f(x) = 0, e di conoscere che le ra- 
dici di questa equazione si trovano a coppie, e che ciascuna coppia 
di radici a e b soddisfa la relazione a + b = 2r. Allora secondo 
l’ Art. 124 dovremmo procedere a cercare le radici comuni dello 
equazioni f(x)—0 ed f(2r — x)=ù. Ma queste equazioni si trove- 
ranno coincidere completamente; poiché per supposizione f{a)— 0, 
cioè, /'(2r— 6)=0, ed f(b) = 0, cioè, /'(2r— o)=0, sicché le radici 
a e b sono comuni alle due equazioni. Similmente ogni altra coppia 
di radici è comune alle due equazioni, e cosi le due equazioni deb- 
bono coincidere. 


129. Vi sono varii modi per abbassare l’equazione nel caso con- 
siderato nell’Articolo precedente; spiegheremo due di essi che 
forniscono esercizii sul soggetto di questo Capitolo. 

1. Possiamo procedere così. Si ponga a— t = 2s, sicché abbiamo 
simultaneamente 

f(a) = 0, « + è = 2r, a — è = 23. 

Dalla seconda e terza di queste equazioni a = 3 + r. Si sostituisca 
nella prima equazione, sicché /'(3 + r) = 0. Da questa equazione si 
possono trovare i valori di s, e quindi i corrispondenti valori di a 
e b. li) facile mostrare che l’equazione /'(r+3) = tì contiene sola- 
mente potenze pari di ;, e così se riguardiamo : 2 come la quantità 
incognita il grado di questa equazione sarà metà del grado dell’e- 
quazione proposta. Infatti siano ac b una coppia di radici dell’e- 
quazione proposta, aep un’altra coppia, e così di seguito; allora 


f(x) — (x — a) (x — b) (x - a) (x — p) . . , 
f (- + r ) =(i + f-a)(; + r-li)(:+r-a)(3 + i'-p)... 

= (.+*£-•) (,4f*-.)(>*s±*-*) . 

- 4’-(¥)ÌHW!'- 


cioè, /■('■+ :■) contiene solamente potenze pari di ;. 
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In effetti, siceomo nessuna distinzione in teoria esiste tra le ra- 
dici a e b, si poteva prevedere che un’equazione tale da avere 

b—a * 

per una radico avrebbe anche -jj— per un’altra radice; e tale è ap- 
punto il caso, 

li. Possiamo anche procedere cosi. Si ponga z = ab. Allora 
(x—a) (x-b) = x i —(a+b)x+ab = x i —2rx-\-z. 


Quindi se z è determinato convenevolmente, x i — 2rx + z sarà un 
fattore di f(x). Si esegua il procedimento della divisione di f(x) 
per x i — '2rx + z finché il resto prende la forma Px + Q, in cui P e Q 
sono funzioni di z, ma non contengono x. Quindi le condizioni ne- 
cessarie c sufficienti per essere r 1 — 2rr-f s un fattore di f(x) sono 
PirO e Q — 0. Si trovi con l’Art. 122 un valore di z che soddisfi 
tutte e due queste equazioni; quindi si trovino a c b da 


o + é = 2r e z=ab. 


130. Supponiamo che si conosca esistere fra tre radici a, b, c 
dell’equazione /'(r) =0, la relazione pa -J- qb + re = s; si cerca di de- 
terminare queste radici. 

Poiché a, b o c sono radici dell’equazione f(x) =0, abbiamo 
/» = 0, f(l) — 0, f(c) = 0. Cosi 

m- o. m = o. = 

Si supponga eliminata b tra le due ultime equazioni ; otteniamo 
cosi un’equazione che possiamo dinotare con cp(a)=0. Cosi le 
equazioni f(x) = 0, e <y(r) =0 hanno una radice comune a, e questa 
può essere trovata con l’Art. 122. 

131. Daremo qui alcuni pochi esempi diversi in relazione col 
soggetto di questo Capitolo. 

(1) Si cerca di determinare le radici dell’equazione 
+P1&" - ’ +?q>-r’' -2 4 ... = 

che sono tutte in progressione aritmetica. 
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Si dinotino le radici con a, a + b, a + 2b. 


Per l’Art. 47, 

— p,=a+ (a+&) +(o+2&)+. . . -t-(a+ ti— 1 6) , 


/>,*— 2/),=a s +(a-(-&) s +(a+26)*+...(a+n-l£>) 1 . 

, n(n— 1) . 

Cioè, -p,=na+ — - — b, 

per V Algebra. 

Innalzando a quadrato il primo risultato e sottraendolo da n volte 
il secondo otteniamo 

n* («* — 1) b* 


(»— l)p, 2 -2n/J s =- 


12 


cosi b è conosciuta, e quindi a può essere trovata. 

(2) L’equazione ®*+3r 3 -12a I — 48ai— G4=0 ha due radici che sono 
eguali in grandezza o di segni opposti; trovarle. 

Qui l’equazione ottenuta cambiando il segno di x avrà una ra- 
dice in comune con l’equazione proposta. Cioè, l’equazione propo- 
sta ha una radico in comune con l’equazione 


r* — 3r 3 — 1 2x* -f- 4 8 r — 64 = 0. 


Allora per l’Art. 122 possiamo procedere a trovare la massima co- 
mune misura dei primi membri di queste equazioni. 0 pure così; 
con la sottrazione, 

Gr 3 — 9Gr=0; 

quindi o x = 0, o pure ancora 16. 

La prima non dà aria radice; l’ultima dà x— ± 1 ; c +4 c — 4 sono 
radici dell’ equazione proposta. 

(3) L’equazione 3r* — lOa^+Ox 1 — 19x-f 6=0 ha due radici il 
prodotto delle quali è 2; trovarle. 

o 

Si supponga y dinotare una radice; allora - è un’altra; quindi 

V 

3t/*— 19j/ 3 -)-9»/* — 19t/ 6 = ft (1); 
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cioè, G//*— 38i/ s -f 3G«/* — 152j/+ 48 = 0, 

o sia 3 ì/*— 19i/ 3 + 18i/*— 7 Gj/ + 24 = 0 (2)i 

La massima comune misura dei primi membri di (1) e (2) è 
3»/ 2 — 19y + G; e ponendo questa eguale a zero otteniamo y— ~, o 
y= G. Cosi -j e 6 sono le radici richieste. 


X. EQUAZIONI RECIPROCHE. * 


132. fi reciproca un’equazione la quale non è alterata quando la 
quantità incognita si muta nella sua reciproca. Quindi se a è radice 

di una tale equazione, la reciproca di a, cioè,-, è anche una ra- 
dice. Vedremo che la risoluzione di un’equazione reciproca si può 
far dipendere dalla risoluzione di un’equazione di un grado non su- 
periore alla metà del grado dell’ equazione proposta. Determinere- 
mo prima le relazioni che debbono aver luogo tra i coefficienti di 
un’equazione affinchè essa sia un’equazione reciproca, e quindi mo- 
streremo in qual modo l’ equazione può essere abbassata e cosi resa 
di più facile soluzione. 

133. Trovare le condizioni affinché un'equazione proposta sia un’e- 
quazione reciproca. 

Sia l’equazione 

x n +p t x n -'+p ì x n ^+...-\-p n _ t v ì +p„_ l x\-p n =:0 . . . . (1). 

1 

Si muti x in-, indi si moltiplichi per x n c si divida pcrp ;i , o si 

X 

riordinino i termini; cosi abbiamo 

a;n^^ x »-i + ^^-2 +i . <+ ^i x 2 + PL x+ l = o. . . (2). 

Pn Pn Pn Pn Pn 

Affinchè (2) coincida con (1), i coofficienti delle stesse potenze 
di x debbono essere coincidenti; cosi 


.Pn - 1 „ _Pn - 2 

- t l't — - -, 

Pn Pn 



P 



1 

Pn 
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Ì’ ultima equazione dà onde p n =-fi, o —1, e ciò dà origine 

a due classi di equazioni reciproche. 

I. Si supponga p„—l; allora otteniamo 

Pi —Pn-t < Pi —Pn-t ’ ••• Pn-i —Pi > Pn - 1 = Pr 

Così un’equazione è un’equazione reciproca quando i cocfQcionti 
dei termini equidistanti dal primo e dall’ultimo sono eguali. 

II. Si supponga p n = — 1; allora otteniamo 

Pi ~ Pn - 1 > Pi — Pn — 2 > • "Pii- i = ~Pt< Pn - 1 ~ Pi- 
In questo caso se l’equazione è di grado pari, abbiamo tra la stul- 
detta serie di condizioni P m =—P m i in cu ' ìn — ~ y n < 0 ciò è impos- 
sibile a meno che non sia p m — 0. Cosi un’equazione è un’ equa- 
zione reciproca quando i coetlìcienti dei termini equidistanti dal 
primo e dall’ultimo sono eguali in grandezza e di segni contrarii; 
con la condizione che se l’equazione è. (li un grado pari il coefficiente 
del termine medio è zero-. 

134. Un’equazione reciproca della prima classe di un grado di- 
spari ha una radice —1, come si vede immediatamente. Cosi se 

— 0 dinota l’equazione, f(x) è divisibile por a* -fi; si vegga 
l’ Art. 0. Sia a (t) il quoziente, allora cj (x) — 0 sarà un’equazione 
reciproca di un grado pari col suo ultimo termine positivo. 

Un’equazione reciproca della seconda classe di un grado dispari 
Ita una radice +1, come si vede immediatamente. Cosi se f(i r) = 0 
dinota l’equazione, f (x) ò divisibile per x — \\ si vegga l’Art. 0. 
Sia <p(x) il quoziente, allora <f(x) — 0 sarà un’equazione reciproca 
di un grado pari col suo ultimo termine positivo. 

Un’equazione reciproca della seconda classo di un grado pari ha 
una radice +1, ed una radice —1, come si vede immediatamente. 
Così, se f(x)— 0 dinota l’equazione, f(x) è divisibile per a? 4 — 1; si 
Vegga l’Art. 36. Sia <p(.r) il quoziente, allora »(#)=() sarà un’equa- 
zione reciproca di un grado pari col suo ultimo termino positivo. 

135. Ciò che si è stabilito nell’Articolo precedente intorno ai ri- 
sultati di alcune, divisioni probabilmente si ammetterà come evi- 
dente. Ma b facile darne dimostrazione formale. Si consideri Tuffi- 
li 
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mocaso, quello di un’equazione reciproca della seconda classe, di 
un grado pari. Supponiamo che f(x) = 0 rappresenti l’ equazione; 

allora sappiamo elio f(x) ò tale che f (x) z= — x n f , e sappiamo 

che f(. r) ò divisibile per .r*— 1; vogliamo dimostrare che il quoziente 
ò una funzione che ha i coefficienti dei termini equidistanti dal pri- 
mo e dall’ultimo eguali. 

Abbiamo f(x) = — x n /' 


quindi 


f( x ) 





E questo mostra la verità di quanto si è annunziato, poiché 


1 f(x) 

é ciò che otteniamo quando si muta x in - in — - . 

1 x x* - 1 



135. Segue dall’ Art. 131 che un’equazione reciproca ò o di un 
grado pari col suo ultimo termino positivo, o può essere abbassata 
a questa forma. Possiamo quindi considerare questa come la forma 
tipo di un’equazione reciproca, e mostreremo ora che una tale equa- 
zione può essere abbassata ad una di un grado metà. 


137. Si cerca di abbassare un’equazione reciproca che è di un grado 
pari col suo ultimo termine positivo. 

Sia l’equazione x im +p ì x tm ~ t ■j-p ì r ìm ~ i + ... +p t v*+p t x 4- 1=0. 
Si divida per x m e si riuniscano a coppie i termini che sono equi- 
distanti dal primo c dall’ultimo-; cosi 

*“+> + *, ("- +jr) +r, (•-’+pk) + -. = »• 

1 

Ora si ponga x + - = y, allora 
x 

■r 1 + = y 1 — 2, 

X 2 

jJf Pi = G i+ ^)( r+ ;)- y=!/S - 3y ’ 
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e generalmente, 

*”+ = (^ + ?)(*+ ì) +y ; :) • 


sicché possiamo esprimere x p+l -) — — come una funzione razio- 
nale di y del grado p+1. Quindi con la sostituzione nell’ equazione 
precedente otteniamo un’equazione in y del grado in.. Quindi da 
ciascun valore di y deduciamo due valori corrispondenti di x dall’e- 
quazione x 1 — yx + 1 =0. 


138. La relaziono generale noli’ Articolo precedente può essere 
espressa cosi ; 

xìHl +^i = + pU) • 


Questo mostra che possiamo riguardare le quantità 


1,1 ,1 

x + - , x* H — -, a- 3 -}-—,... 
x x- x 3 


come formanti una serio ricorrente in cui la scala di relazione ò 
1 — t/-fl ; si veggano le Aggiunte Capitolo xi. Daremo in appresso nel 

Capitolo xxi. un’espressione generale per x p + —r, in termini di y. 

x 1 

139. Per un’esempio di un’equazione reciproca si prenda l’equa- 
zione 


2 a .« + x 5 - 13i l + 13x* -®-2 =0. 


Qui +1 e —1 sono evidentemente radici; o possiamo quindi d : - ' 
dere il primo membro per x 2 — 1. Cosi otteniamo 

2 jt* + a; 3 — 1 1 x* + x -f 2 =. 0 ; 

.. .. 1 1 / 1\ 11 
uuindi x2 -)-^ + 2 V + x/“Y = U ‘ 

1 

bi ponga x -j — = y\ cosi 
x 


!/* — 2 -f - — — = il, 

J 1 () O » 


li 

T 
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= 0 ; 


quindi y = ^ o — 3. 

, . 1 5 1 

Quindi # + -=-, o x + - = — 3; 
x l x 

onde # = 2 o ^ o ^ (— 3 -± V 5). 


140. L’equazione seguente può essere trasformata in un’equazio- 
ne reciproca : 


x'- m +p t x* m ~' 4-p** 1 "“*+ . . . +P m x n + Pm _ ì cx m -'+ Pm _ ì c'-x m -* 

+. . .+p i c m ~ t x' t +p t c m ~ , x+c m =0. 

Infatti si ponga x=z^c, e si divida per c m \ otteniamo cosi un’equa- 
zione reciproca della forma tipo. 


XI. EQUAZIONI B1N0M1E. 

141. Un’equazione della forma v n — .4=11 in cui A è una quantità 
conosciuta si chiama un' equazione binomio. 

Le radici di questa equazione sono tutto differenti poiché la pri- 
ma funzione derivata di x n —A è nx n-t , e nessun valore di x annul- 
lerà simultaneamente x n — A ed nx n ~ t ; si vegga l’Art. 75. 

n 

142. Se x n —A— 0 abbiamo x =\/.4; cioè, x è eguale ad una radico 
n ma di A. Ma l’equazione x n —A=Ù ha n radici per l’Art. 33, e que- 
sto radici sono tutte differenti per l’Art. 141. Quindi ottoniamo il 
seguente importante risultato, ogni quantità algebrica hanradici n me 
differenti. Per quantità algebrica qui intendiamo o una quantità rea- 
le, o una quantità immaginaria della forma p+q^—ì. 

143. Dinoti a una delle radici u me di una quantità qualunque A, 

sicché «*=.4. Allora nell’equazione x*— .4=0 si ponga x=ay, sicché 

11 

a”y >l —A—ÌÌ\ onde y" — I — 0 . Quindi y=\!i, cioè, y è eguale ad una 

il n fi n 

radice n ma dell’ unità. Ed x=ay=a^li ; ma x— \/A\ quindi ytA=ayfl, 
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Cosi tutte le radici n ,nc di una quantità algebrica qualunque si possono 
trovare moltiplicando una qualunque di esse successivamente per i va- 
lori delle radici n mc dell’unità. 

144. Supponiamo ora che A sia una quantità reale positiva, e elio 
si abbiano a risolvere l’equazione x n — .1=0 e l’equazione ■r n +.4=0. 
Sia a il valore aritmetico della radice n ma di A, il quale si può sem- 
pre ottenere, almeno approssimativamente, per mozzo del Teorema 
del Binomio; si veggano le Aggiunte Capitolo iv. Si ponga x=ay, al- 
lora le equazioni proposte diventano rispettivamente y n — 1=0, ed 
y n - fl=0. Questo si possono entrambe risolvere con l’aiuto della 
Trigonometria; si vegga la Trigonometria. Però considereremo que- 
ste equazioni senza usare le espressioni Trigonometriche; e benché 
non possiamo risolverle generalmente per mezzo di espressioni 
algebriche, potremo dimostrare importanti risultati rispetto allo 
medesime. 

145. Se a >• una radice dell’ equazione x n — 1=0, allora a m è anelai 
una radice, in cui m b un intero qualunque, positivo o negativo. 

Infatti («*)“= a M * = (a") m = 1”“ = 1 . 

146. Se a b una radice dell’ equazione x"-l-l=0, allora a m è anche 
t ma radice, in cui m è un intero qualunque dispari positivo o negativo. 

Infatti ( 0 L m ) n =a mn = (a n ) H, = (— l)" l = — 1, se m è dispari. 

147. Semi primo con n, le equazioni x m — 1=0 ed x n — 1 =0 non 
hanno alcuna radice comune eccetto l’unità. 

Sianop e q due interi che soddisfano alla relazione pm — = 1 ; 

tali interi si possono sempre trovare con l’Algebra; si vegga l'Alge- 
bra. li supponiamo che a sia una radice comune delle due equazio- 
ni. Allora a m = 1, ondo a p "*=i; ed a'*=l, onde a ? “= 1. Quindi, con 
la divisione, a vm ~1' 1 — 1; cioè a=l. 

14S. Se n è un numero primo, ed a una radice dell’ equazione 
x n — 1=0, eccello V unità, allora tutte le radici dell’ equazione saranno 
fornite dalla serie a, a 2 , a- 1 , ... a". 

Infatti queste quantità sono tutte radici per l’Art. 145. Dobbiamo 
quindi solamente dimostrare che due qualunque di esse non sono 
eguali. Se è possibile, si supponga a r =a*; allora a r_s =l; e così le 
equazioni «”—1=0 ed x T ~‘— 1=0 hanno una radice comune che non 
è l’unità. Ma ciò è impossibile per l’Art. 147, poiché r—s ò minore 
di » e quindi primo con esso. 
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1-59. Se n non è un numero primo, ed a è una radice dell’ equa- 
zione x n — 1=0, 6 vero per l’ Art. 155 che ogni potènza di a è an- 
che una radice; ma non è necessariamente vero che le successive 
potenze di a forniranno tutte le radici. Supponiamo per esempio 
che n=pq, c sia a una radico dell’equazione x p — 1=0; allora a è 
anche una radice dell’equazione x H — 1=0, e lo stesso è per ogni 
potenza di a. Ma non possiamo ottenere più di p valori differenti 
prendendo le potenze di a; infatti a p+, =a , ’x*=a, a p+ *=a 7 ’X<x 2 — a 2 ; 
e cosi di seguito. Così le potenze di a non forniranno latte le radici 
dell’equazione a"— 1=0. 

Se n non è un numero primo è ancora vero che alcune delle ra- 
dici dell’equazione x' 1 — 1=0 hanno la proprietà di fornire tutte lo 
radici con le loro successivo potenze. Mostreremo ciò con le espres- 
sioni trigonometriche delle radici. 

Infatti sia r un intero qualunque; allora 

2nt , — t 2n; 

cos 1- v — 1 sen 

n n 


è una radice; dinotiamola con a. Si supponga r primo con n, allora 
le successive potenze di a forniranno tutte le radici. 

In effetti siano set due interi, nessuno doi quali ecceda n; al- 
lora a* ed a‘ non saranno eguali. Poiché 


„ 2s/tì 

a = cos 

n 


i — - "isnt 

4- V — 1 sen , 

n 


. 2 in - — - 2 Irz 

a = cos 1- v — 1 sen ; 

n n 

cd affinché queste siano eguali e debbono essere o eguali 

n n 

o differire per un multiplo di quattro angoli retti. Si vegga la Tri- 
gonometria. Così 

(s—l)r , . ' 

deve essere un intero; 

n 

ma questo è impossibile essendo r primo con 7i ed s— t minore di n. 


150. La risoluzione dell'equazione x 11 — 1=.0 in cui n c il prodotto di 
differenti numeri primi si può far dipendere dalla risoluzione di equa- 
zioni della stessa forma che hanno per esponenti di x i differenti fat- 
tori primi di n. 
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Supponiamo, per esempio, elio n sia il prodotto di tre fattori 
primi »i, p, q. Sia a una radico dell’ equazione ir"*— 1=0, sia (2 una 
radico dell’ equazione x p — 1=0, sia v una radice dell’equazione 
<r^— 1=0; queste radici essendo supposte tutto differenti dall’unità. 
Allora le radici dell’equazione x' 1 — 1=0 saranno i termini del pro- 
dotto 

(1 + a+a*+. . .+ a” 1 -*) (lq g+P+- • ( 1 +7+T s + • • • +T 9- ') • 

Primieramente, ogni termine di questo prodotto é una radice. In- 
fatti supponiamo che a r pV dinoti un tal termine; allora (a r (3*Y , )“— 1» 
poiché a r, *=l, £}*"=!, e '(" l — 1. In secondo luogo, due termini qua- 
lunque di questo prodotto non sono eguali. Infatti, se è possibile, 
si supponga allora a r ~ ? =£ <I ~ s 7 r-t . La quantità nel 

primo membro é una radice dell’ equazione x vi — 1 = 0 , e la quantità 
nel secondo è una radice dell’equazione x p<ì — 1=0; ma poiché m é 
]/rimo con pq è impossibile che queste equazioni abbiano una radice 
comune diversa dall’unità. 

Similmente possiamo procedere quando n ha più di tre fattori 
primi. 

151. Supponiamo ora che i fattori primi di n si trovino più di 
una volta in n; per esempio, sia n=|A-i;-5C, in cui [A, tt, /. sono ri- 
spettivamente potenze qualunque dei numeri primi m,p, e q. Al- 
lora sarà ancora vero che se otteniamo le p. radici dell’equazione 
ad*— 1=0, le Ti radici dell’equazione x*- 1=0, e le y. radici dell’e- 
quazione a?*— 1=0, e prendiamo ogni prodotto possibile di queste ra- 
dici, una da ciascun sistema, otterremo tutte le radici dell’equa- 
zione x n — 1=0. Ma, per l’ Art. 149, le radici di ciascun sistema non 
possono essere necessariamente rappresentate dalle potenze di una 
radice presa arbitrariamente. 

Similmente possiamo procedere quando n contiene più di tre 
numeri primi differenti. 

152. Si suole aggiungere una proposizione di più rispetto all’e- 
quazione x n — 1=0 quando n è una potenza di un numero primo; e 
noi la daremo qui benché sia di poca pratica importanza. Si sup- 
ponga, per esempio, elio n=m 3 in cui m é un numero primo. Sia a 
una radice dell’equazione x m — 1=0, sia ^ una radice dell’equazione 
x m — a=0, e sia f una radice dell’equazione #”*-^=0. Allora le ra- 
dici dell’equazione a;"— 1=0 saranno i termini del prodotto 
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Primieramente, ogni termine del prodotto è una radice. .In- 
fatti supponiamo die a r ^' 7 < dinoti un tal termine ; allora 
(a' [i 5 yV‘ = a rn £ s “ 7 (, ‘ = 1 . In secondo luogo, due termini qualun- 
que di questo prodotto non sono eguali. Infatti, se è possibile, si 
supponga a r ^ , =a^ a Y ; così a'=a\ in cui 


. s 1 

1 — f 4 i — — 

m ai 1 


e k = p -| f- ■ 

r m 


Quindi — 1, onde a v — 1=0, in cui v = wt ! (l — X). Ma 
in* (1— X) = m* (r — p) -f ai (s — o) -H — t, e questo è primo con m, c 
quindi con in 3 ] e quindi le equazioni a-"— 1=0 ed x v — 1 = 0 non 
possono avere una radice comune differente dall’unità. 


153. L’articolo precedente è di poca importanza pratica, poiché 
le operazioni che esso contiene non possono essere generalmente 
effettuate. Supponiamo che si possa risolvere l’equazione x'“— 1=0, 
e così trovare a; allora tutte le quantità 1, a, a 2 , ... a"* -1 , sono 
radici dell’equazione x n — 1=0; sicché otteniamo così in radici. Ma 
per trovare ^ dobbiamo risolvere l’equazione x' n — a=0, cioè, dob- 
m in 

biamo trovare ^/a in cui a= ^1 e non vi è alcun metodo algebrico 
per effettuare ciò in generale. 


Così, per esempio, quando abbiamo risolute le equazioni j*— 1=0 
ed x 5 — 1=0 possiamo immediatamente formare tutte le soluzioni del- 
l’equazione x iS — 1=0 con l’Art. 150. Ma non possiamo praticamente 
risolvere le equazioni x°— 1=0 o x* 3 — 1=0 col metodo dell’Art. 152; 
possiamo solamente ottenere tre radici della prima equazione e cin- 
que radici dell’ ultima equazione. 


154. Indicheremo ora i metodi con i quali possiamo praticamente 
risolvere le equazioni x n — 1=0 ed x n +l=0, in cui n non è troppo 
grande. 

Possiamo osservare intanto che se n è una potenza qualunque di 
2 queste equazioni possono essere risolute col procedimento dato 
nell’Algebra per l’estrazione della radice quadrata da un irrazionale 
binomio, ripetuta tante volte quanto è necessario, si vegga l’Art. 28. 
Se n=pm, in cui p— 2 r , si prenda x p =y, così le equazioni x n — 1=0 
ed x"+l=0 diventano rispettivamente ;/ w — 1=0 ed y m + 1 =0. Allora 
se y può essere trovato possiamo dedurre x col procedimento dell’o- 
struzione della radice quadrata ripetuta r volte. 


Digitized by Google 



Equazioni uinomie. 


80 

ì 55. Nell* equazione x n — 1=0 supponiamo che n sia un numero 
dispari, e sia n=2pi+l. L’equazione ® 2m+, ~ 1=0 ha solamente una 
radico reale, cioè +1; poiché essa non ha alcuna radice negativa, 
e se x si fa eguale ad ogni altra quantità diversa dall’unità x tm+l 
non sarà eguale all’unità; cosi l’equazione ha solamente una radico 
reale. Si divida x im+l — 1 per®— 1; cosi riduciamo l’equazione da 
risolvere alla seguente, 

X vn +X ìm -1 4 ^. 2 ’n-S^ . . . 4.3*+*+ i = 0 . 

Questuò un’equazione reciproca, c la sua risoluzione si può far 
dipendere dalia risoluzione di un’ equazione del grado in. 

156. Nell’equazióne x n — 1=0 supponiamo che n sia un numero 
pari, e sia n=2m. Le sole radici reali dell’equazione sono +1 e — 1 ; 
e possiamo dividere ® 2 ”*— 1 per il prodotto di x—i ed a+1, cioè, 
per ® 2 — 1. Cosi riduciamo l’equazione da risolvere alla seguente, 

a; 2ra-i +x »"»-*4.... +;r * + l = 0 i 

Questa è un’equazione reciproca, e la sUa risoluzione si può far 
dipendere dalla risoluzione di un’equazione del grado m— 1. 

Liquazione® 2 ”*— 1=0 può essere anche trattata convenientemente 
scrivendola cosi, (x m — 1) (®”'+l)=0, e così decomponendola nelle 
equazioni x m — 1=0 ed ®”*+ 1 =0 . O pure possiamo adottare il meto- 
do dato nell’ Art. 151; 

157. Nell’equazione ® n -fl=0, supponiamo che n sia un numero 
dispari, e sia n=2ro+l. L’equazione ® 2 "' +, -fl=0 ha solamente una 
radice reale, cioè —1; e possiamo dividere ® 2 “+l per ®4-l, c 
così ridurre l’equazione da risolvere alla seguente, 

x VO_ x 2m- i+x tm- ì _ ' +x ì_ x+ [ _ ,j ; 

questa è un’ equazione reciproca, e la sua risoluzione si può far di- 
pendere dalla risoluzione di un’equazione del grado m. 

Se n è un numero dispari nell’equazione x n +l=.0, o mutiamo x 
in — x, otteniamo ®"— 1=0; così possiamo se ci piace risolvere l’ul- 
tima equazione, indi cambiare i segni delle radici, e così ottenere 
la risoluzione della prima equazione. 

158. Nell’equazione ®'*4-l=0, supponiamo che n sia un numero 
pari; allora l’equazione non ha alcuna radice reale. L’equazione 
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è un’equazione reciproca, e la sua risoluzione si può far dipendere 
dalla risoluzione di un’equazione di grado metà. 0 pure l’equazione 
può essere trattata col metodo dato nell’ Art. 154. 


159. Cosi nei quattro Articoli precedenti abbiamo mostrato co- 
me la risoluzione delle equazioni proposte si può far dipendere dalle 
risoluzioni di altre equazioni che sono di gradi non maggiori dello 
metà dei gradi delle equazioni proposto. In ciascun caso togliamo 

i fattori che corrispondono alle radici reali indi si pone a:-)- - = z , 

x 

ed otteniamo un’equazione in z. Ora si può osservare che quest’e- 
quazione in z avrà tutte le sue radici reali. Infatti supponiamo che 
a + (ìV —1 dinoti uno dei valori immaginarli di x ; allora il valore 
corrispondente di z è 


a+gV-l-f 


a + pV— 1 


ciot 


è, a+pv'-l-f 


a — 3 V — 1 


a-- 


0* 

’k' 


c questa è una quantità reale, cioè, 2a, purché a 2 +3 2 =l- Dimostro 
remo che a 2 +3 4 è =1. 


Poiché a + 3 V — 4 è una radice dell’equazione proposta £ n =l=0, 
per l’Art. 41, a- 3^— 1 è anche una radice. Così 


(<x + 3V-l) n =±l,cd (a-<W r 4)*=±1; 


quindi con la moltiplicazione (a 2 + 3 4 ) n = 4 ì onde a 2 + 3 4 = =t 4, 
e poiché a 2 + è necessariamente positiva essa devo essere e- 
guale a + 1 . 


1G0. Considereremo ora alcuni csompii delle equazioni 
x n 4-1=0 ed x n — 1 = 0. 

(1) ar* — 1 =0; questa dà (x — 1 ) (x* + a? -f- 1 ) = 0 . 

— 1 ±\l~: 3 

Quindi le radici sono 1 o •, questi valori sono quindi 

le tre radici cubiche di + 1. Mutando i loro segni otterremo le tre 
radici cubiche di —1, o in altri termini le radici dell’equazione 
£ 3 + 1 = 0. 

1 

(2) a;*-l-l = 0. Si ponga x + - =3; otteniamo 3 2 — 2=0. 

X 

Così 3 = ±^/ 2. 

Quindi .x* + 1 = (r 2 4- x i/2 + 1) (r 2 —x <Jì + 1); 
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e la risoluzione può essere completata trovando le radici di due 
equazioni quadratiche. 

(3) x 5 — 1=0. Questa dà (a;— 1) (.t 4 +x :i -ì-j; ì +x-|-1)=U. 

1 1 

Quindi dobbiamo risolvere a^ + — + .H M=<>, cioè 

x- x 


Z i +Z — 1=0. Così 3=- 


l±v/5 


Quindi 


**- 1 (J._ 1) -f X -■ + I ^(x* X 1 -fi); 


e la risoluzione può essere completata trovando le radici di due 
equazioni quadratiche. Le radici con i loro segni mutati saranno le 
radici dell’equazione x 3 + 1=0. 


161. Se intraprendiamo la risoluzione dell’equazione x 1 — 1 = 0, 
otteniamo un’equazione del terzo grado in ;; e se intraprendiamo 
la risoluzione dell’equazione a' 9 — 1=0 otteniamo un’equazione del 
quarto grado in z. Mostreremo nei due Capitoli seguenti il modo 
di risolvere lo equazioni del terzo e del quarto grado; si troverà 
però che i metodi di risoluzione sono di poco pratico valore quando 
le equazioni da risolvere hanno tutte le loro radici reali, come è il 
caso clic dobbiamo qui considerare, peri’ Art. 159. 

1G2. In un’equazione della forma x 1 * +px n + q — 0, possiamo con 
la risoluzione di un’equazione quadratica trovare i valori di x", e 
quindi il metodo di questo Capitolo può essere applicato a trovare 
i valori di x. 

Chiuderemo questo Capitolo con una proposiziono intorno al nu- 
mero dei valori del prodotto di due radicali. 

163. Supponiamo A e 11 due quantità algebriche qualunque, ed 

vi n 

m ed n interi positivi. Allora ha m valori differenti, e ^ H ha 

m n 

n valori differenti, per l’Art. 142. Quindi il prodotto di y/.l e 11 
non può avere più di mn valori differenti; e dimostreremo elio esso non 
può avere tanti valori a meno che m ed n non siano primi tra loro. 
Faremo vedere ciò dimostrando la proposizione seguente; il numero 

in n 

dei differenti valori del prodotto di <J\ e yMì è eguale al minimo mul- 
tiplo comune di m ed n. 
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m m 

Sia a un valore di y/A] allora tutt’i valori di ylA sono inclusi in 
m n n 

a yj 1 . Sia b uno dei valori di yJB\ allora tutt’i valori di y/B sono 

n 

inclusi in 6^/1. Quindi tutt’i valori del prodotto sono inclusi in 

m n 

abX\l lXy/l', 0 quindi il numero dei valori differenti del prodotto ò 

in n 

lo stesso che il numero dei valori differenti di yj 1X\/1- Sia r il mi- 
ni n 

nimo multiplo comune di m ed n\ allora (\/l X \Zl) r =l. Cosi 

m n 

yj 1 X V* ^ eguale ad una radice r™ 3 dell’unità, e quindi non può 
avere più di r valori diversi. 


. m » 

Dobbiamo però dimostrare ancora che yllXy/l ha realmente r 
valori diversi. Sia p la massima comune misura di m ed n, c sia 
1)1 ' ^ # ^ m 
— = allora i p. valori di y/l sono inclusi tra gli m valori di y/ì\ 

P m n 

ed r valori di 1 X \/ 1 si otterranno prendendo i varii termini del 


prodotto dei p. valori di yfi per gli n valori di yli . E questi r va- 
lori saranno tutti differenti. Infatti siano a ed a' due dei p. valori, 
e p e due degli n valori; allora at$ no.n può essere =a'£'. Poiché se 
cc 

ap = a'@' abbiamo = ~ ; il primo membro è una radice dell’e- 
quazione a? 1 *— 1=0, ed il secondo membro è una radice dell’equazio- 
ne x n — 1 = 0; e questo equazioni non possono avere alcuna radice 
comune eccetto 1’ unità per l’ Art. 147. 


164. La parte essenziale dell’Articolo procedente è alle volte trat- 


ta n m -}- n 

tata cosi. Abbiamo ./I X yl = 1 ma e se si riduce ai suoi mi- 

' mn 

nimi termini, il numeratore sarà un’intero ed il denominatore sarà 

m+n I 

r; cosi 1 1,1,1 =l r che ha r valori differenti. Questo metodo però 
non è soddisfacente, poiché la teoria ordinaria dei radicali in Al- 
gebra ò solamente ivi dimostrata per i valori aritmetici dei radi- 

ì y m+n 

cali e cosi non fornisce la relazione 1 X 1 "= 1 mu , nel senso in 
cui questa relazione è qui domandata. 
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XII. EQUAZIONI CUBICHE. 


105. Non è necessario di dire cosa alcuna sulla risoluzione delle 
equazioni quadratiche poiché quel soggetto è considerato completa- 
mente nei trattati sull’Algebra. Ci proponiamo in questo Capitolo 
di dare la risoluzione delle equazioni del terzo grado elio sono an- 
che chiamate equazioni cubiche. 

Apparisce dall’ Art. 56, che ogni equazione proposta può sempre 
essere trasformata in un’ altra' equazione senza il secondo termine. 
Siccome le radici di un’equazione cubica senza il secondo termino 
hanno espressioni più semplici di quelle delle radici di un’equazione 
cubica completa, supporremo che l’equazione cubica da risolvere 
sia senza il secondo tormine. Il procedimento che ora daremo ò 
usualmente chiamato la risoluzione di Cardano di un' equazione 
cubica. 


106. Risolvere l'equazione x 3 + qx + r= l). 

Si ponga x=y + z, sicché 1 / e ; sono due quantità per ora igno- 
te. Si sostituisca per x nelPequazione data; così 

(y + a)*+?(y+a) + r = 0, 

cioè, y 3 +s 3 -\ r (3yz+q)(y^-z)+r = 0. 


Ora noi abbiamo fatto una sola supposizione rispetto alle duo 
quantità y e z, cioè che la loro somma sia il valore di una radico 
dell’equazione proposta. Possiamo perciò ad arbitrio fare un’altra 
supposizione; supponiamo allora che 3yz + q=z0. Così abbiamo 

1/ 3 -f z 3 + r = 0. 


Si sostituisca per z in termini di y; cosi 

»’+ (-5)’+ 


cioè 


1 / + ry s 



0. 
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Inoltre x=y+z\ si otterrà lo stesso risultato pel valore dia: sia elio 
si adotti il segno superiore o puro il segno inferiore nei valori di 
y 3 c z 3 \ per distinzione si supponga proso il segno supcriore. 
Quindi 




Così l’espressione per x è la somma di due radici cubiche, c sic- 
come ogni quantità ha tre radici cubiche, dobbiamo esaminare quali 
radici cubiche si debbono usare nel caso attuale. Sia 


a = ò (- 1 + V-^). 


allora per l’Art. 160, le tre radici cubiche di 1 sono 1, a, ed a s . 

r I /r* n 3 \ 

Dinoti m una delle radici cubiche di — - + u l — +• — 1, allora Io 

altre radici cubiche sono ma ed ma*; dinoti n una delle radici cu- 
r l/r* q 3 \ 

biche di — - — y I — + — 1; allora lo altre radici cubiche sono n a 

ed na*. Se potessimo attribuire a ciascuna delle radici cubiche elio 
si trovano nell’espressione di x uno qualunque dei suoi tre valori, 
otterremmo in tutto nove valori di x. Ma un’equazione cubica può 
avere solamente tre radici, sicché siamo condotti a conchiudere elio 
solamente tre valori saranno ammissibili per x. Ed in fatti il pro- 
cedimento di risoluzione richiede che yz —— |, ed è questa la con- 

dizione che determina i valori ammissibili delle radici cubiche. 
Supponiamo che m ed n siano prese in modo da soddisfare la con- 
dizione wm =— così possiamo avere y=m e z = n come valori 
o 

ammissibili. Quindi possiamo avere ancora y — am e z =ct ì n\ o 
possiamo avere ancora y=a t m e z — ari; poiché in questi due casi 

la relaziono yz = — ^ è soddisfatta. Nessun’ultra coppia di valori 
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poro è ammissibile; por esempio, se supponiamo y=m e ; = olii , 

abbiamo ys — — ~ e non — | , ed ogni altra coppia di valori diversa 

^ , , a.q a-a 

ila quelle clic abbiamo ammesse renderà y; = — — o pure = — — 

r q 

invece di — - . 


1G7. Per esempio, si supponga ® 3 + 0® — 2D = 0. Qui q = 6 ed 
r = — 20; cosi 

• i i 

*=(10+ ViÙ8)*+(10-Vlu8;*. 


Con operazioni numeriche si può accertare elio 

i ± 

(10+ VIÓ8j* =2-732 e (10- Vl0S)*=-‘732..., 

sicché possiamo presumere che ®=2 sia una radice, e questo si 
verificherà con la sostituzione. Invece di esprimere le altre due ra- 
dici col metodo dell’Articolo precedente sarà preferibile di abbas- 
sare l’equazione al secondo grado. Poiché 2 è una radice dell'equa- 
zione proposta sappiamo che x 3 + 6# — 20 ò divisibile per® — 2, e 
troviamo che 

® 3 + 6 ® — 20 = (# — 2 ) (® 2 + 2 ® + 1 0 ) ; 

quindi lo altro duo radici dell’equazione proposta possono essere 
trovate risolvendo l’equazione 

a 2 + 2® + 10 = 0; 

cosi queste radici sono 

— 1 ± V— 9, cioè — 1 ±3 V— 1. 

Nell’ esempio precedente possiamo verificare con la pruova che 

i 1 

(10+ V 108)“= 1 +V3, e (10- Vl08) 3 = 1 - s lZ, 

e così trovare la radice 2 senza alcuna estrazione numerica di ra- 
dici. Non vi è però alcun procedimento algebrico col quale si possa 
ottenere generalmente la radice cubica di un’espressione della for- 
ma a+ ^/b sotto forma finita; si vegga l’Algebra. Possiamo applicare 

y 

il teorema del binomio a trovare il valore di (o+ \!b) 3 in una serio 
infinita; in questo caso per ottenere una serie convergente , dobbia- 
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mo sviluppare secondo le potenze ascendenti di \lb o di a, secondò 
che \ìb è minore o maggiore di a; si veggano lo Aggiunte, Gap. rv. 


1 08 . Abbiamo veduto nell’ Art. 16G, che sebbene apparentemente 
si siano ottenuti nove valori per x solamente tre sono realmente 
ammissibili. Possiamo vedere una ragiono della presenza dei nove 


valori. Infatti si pose la relazione yz=— -, ma questa fu trasfor- 
ma : f 

mata in y 3 : 3 — —— nel procedimento; e l’ultima relazione non sa- 
* * * 
rebbe alterata se g fosse mutato in gn o in gì?. Cosi, nel risolvere 
l’equazione gx+r~ 0, troviamo realmente nove soluzioni, tre 
appartenenti a questa equazione, tre all’equazione x 3 + gauc-\- r=0 , 
e tre all’equazione x 3 + got i +r=0. 


169. Consideriamo ora più particolarmente la fotma dello radici 
dell’equazione cubica proposta. Supporremo che q ed r dinotino 
quantità reali. Le espressioni di y 3 c a 3 possono essere o reali o 
immaginarie. 

Supponiamo primieramente che queste espressioni siano reali. 
Possiamo allora supporre che m ed n dinotino rispettivamente i va- 
lori aritmetici delle radici cubiche di y 3 e s 3 . L’equazione cubica 
proposta ha in questo caso una radice che è certamente reale, cioè 
TO+n; le altre due radici sono ma + na? ed ma l + na. Sostituendo 
per a il suo valore queste radici diventano rispettivamente 

j j 

- - (ni -f n) -f - (ni - n) V- 3, 


I 1 , 

- 5 (ni + n) - - {ni - n) V- 3, 

e queste radici sono immaginarie ameno clic non sia m=n. Quan- 
do m = n l’equazione cubica ha due radici eguali ciascuna essendo 
eguale a — in o >-n. La condizione che 6 necessaria e siiflìciente 

... 7 '* < 7 3 

perchè sia m = n, cioè, y s = s 3 , si è che— + — = 0. 

4 27 

Viceversa, se le radici dell’equazione cubica sono tutte reali e 
disuguali le espressioni di y 3 e s 3 debbono essere immaginarie. 

Supponiamo in secondo luogo che le espressioni di y 3 e : 3 siano 

r* «» 

immaginarie; cioè, supponiamo che — -}- ?— sia una quantità ne- 
gativa. Sappiamo per l’ Art. t i2 che i/ 3 e : 3 avranno ciascuna radici 
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cubiche di unii certa forma. Possiamo perciò supporre che 
( j» = pi + vV — 1, e siccome s 3 differisce da i/ 3 solamente nel segno 
del radicale, possiamo prendere n = pi — v V — 1. In questo caso le 
radici dell’equazione cubica proposta sono tutte reali, cioè, 

pt+W — 1 + p— vV— 1, cioè 2pi, 

(pi + v V— 1) a + (p. — v V — 1) a 2 , cioè — pi — v V 3 . 
o (pi + v V— 1) a 2 + (p. — v V — l)a, cioè — p + v ^/3. 

170. Si vedrà ora che la risoluzione di Cardano di un’equazione 
cubica è di poco uso in pratica quando le radici dell’equazione pro- 
posta sono reali e disuguali. Infatti in questo caso le espressioni di 
i/ 3 e s 3 sono immaginarie; e benché sappiamo che le radici cubi- 
che di questo espressioni esìstono, non vi ò alcun metodo aritme- 
tico per ottenerle, nè alcun metodo algebrico per ottenerle esatta- 
mente. In questo caso le radici si presentano in una forma che è 
algebricamente corretta, ma aritmeticamente di poco valore. Per 
esempio, si prenda l’ equazione 

.r 3 --15x— 4=0. 

Qui r= — 4 e q— — lb. Quindi otteniamo 

x= (2 + V- 1-21)» + (2 - V-121)*; 

cioè, £ = (2+11 V — 1 ) s + (2 — 1 1 V^l) 3 

Ora qui non abbiamo alcun modo ovvio di estrarre le radici cu- 
biche. Si può verificare con la pruova che 

(2 + 11 = 2 + \C 1, 

e (2-11 ^rZ'\ )5 - o - \l~i . 

Cosi ir — 2 + V — 1 + 2— V — 1 = 4. 

Quindi 4 è una radice. Lo altre radici poi possono essere trovate 
col metodo dell’ Art. 169; o pure possiamo procedere così, 

;r 3 — 1 bjc — 4 = (r — ì) (r 2 -| I r [ 1 ) . 

13 
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Abbiamo quindi da risolvere l’equazione x t -f ir -f 1 = 0; le radici 
sono — 2 ± V 3 . 

3 , 

Ancora, si consideri l’equazione ^—3/2# — 2 = 0. 

3 

Qui r = — 2 e q = — 3/2. Cosi 

* = (i + \PT )* + (i - V- 1 )* . 

Si può verificare con la pruova che 


(i +V=T)i = ^+i + 

2/2 2/2 

/ — 1 * / 3 + 1 / 3 - i , 

(1_ JZÌ)* = Z-£. V- 1. 

2/2 2 n /2 

X3osì 

*=^t _ 4 + Vizi/n + viti _ = ii±I 


2/2 2/2 


2/2 2/2 


he altre radici possono quindi essere trovate; esse sono 

1 — V 3 2 

3 e 3 ’ 

/* /2 

171. 11 caso in cui le tre radici di un’equazione cubica sono reali 
C disuguali è alle volte chiamato il caso irriducibile, ed alle volte si 
dice che la formola di Cardano è in difetto in questo caso; queste 
espressioni sono usate per indicare il fatto che lo radici ci si pre- 
sentano in questo caso in una forma molto sconveniente per le ap- 
plicazioni aritmetiche. 

Noi possiamo però adoperare il teorema del binomio per appros- 
simare la radice cubica di un’espressione della forma p+q/ — 1. 
Poiché se q è numericamente minore di p possiamo sviluppare 

(p+W- 1) 3 in una serie convergente procedente secondo le po- 
tenze crescenti di q / — 1; si veggano le Aggiunte Cap. iv. I’ossia- 

4 

mo ottenere cosi approssimativamente (p + g\l — 1 ) s nella forma 
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P + Q\-l\ ed allora (p—q^ — ì)* avrà un valore approssimato 
P— Q\l — 1 ; e la somma delle due radici cubiche sarà 2 P. Ma so q 
è numericamente maggiore di p possiamo procedere cosi; 

p 4 V — 1 = V— 1 (q —p\! -1); 

. i , i , t 

quindi (p+qM — l)*=r(v — 1 ) 3 {q—p V — 1) 3 . 

Ora — V — i è una radico cubica di V— 1 come si trova con la 
pruova, sicché abbiamo 

(P + 9 V — 1) * = — V — 1 (q — p V — l) 3 . 


E possiamo sviluppavo (q — p V— l ) 3 in una serie convergente 
procedente secondo le potenze crescenti di pV — 1 ; e cosi possia- 
mo trovare come sopra la somma delle radici cubiche di p+q\— 1 
e p — qV—i. 

11 caso in cui p = q è realmente contenuto nel secondo esempio 
dell’ Articolo precedente. 

Si può osservare che per mezzo del teorema di De Moivre, pos- 
siamo esprimere la radice cubica di ogni quantità p + q *J — 1 in 
una forma che contiene funzioni trigonometriche. 


172. Apparisco dagli Articoli precedenti che l’ equazione cubica 
x 3 +qx+r = 0 si può sempre risolvere col procedimento di Cardano 
senza alcuna difficoltà quando q è una quantità positiva, ed anche 
quando q è una quantità negativa purché q s sia numericamente mi- 


97r2 


nove di — 7 — ; ed in questi casi due dello radici sono immaginarie. 


Se è una quantità negativa e numericamente maggiore di 


27 r* 

T 


la foratola di Cardano non é conveniente, ed in questo caso tutte 
le radici sono reali. 

27r* 

So q 1 é negativa e numericamente eguale a — — , sicché 
= 0 , l’equazione cubica proposta ha due delle sue radici 


r x 

T 


27 
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eguali per l’Articolo CO. Abbiamo per l’Articolo 1G6 in questo caso 
3 

»« = u = y — e le tre radici sono 2 m, — in, e — m. 

In ogni caso quando una radice di un’equazione cubica è stata 
trovata, possiamo, se ci piace, abbassare l’equazione a secondo 
grado, e cosi trovare le altre due radici, in vece di trovare le altre 
due radici col procedimento degli Articoli precedenti. 

173. Indicheremo brevemente i risultati clic si ottengono nella 
risoluzione di un’equazione cubica completa. Sia l’equazione 


tt.r 3 -f 3bx- -f 3cx -f d = 0 ; 


si ponga <r = s — , allora otteniamo 


s* + qz -f r — 0 , 


in cui 


g = 3 


3è 4 


a a 1 

Quindi pel metodo di Cardano 


it ; 3bc 2 b :l 
a a 2 a 3 


( r l 


( r 

b- r \ 

V~9 + ' 

h + Ti) 

+ \ 2 “ ' 

h + Ti) 


La condizione che deve aver luogo se vi sono radici eguali è 

>•* f/ 3 

T + 27 = 0i 

cioè . (ìb*— 3aèc+a*d)*+4(ac— 6*) 3 =0. 

** 

Si troverà con comuni operazioni algebriche che questa può es- 
sere messa sotto la forma 


(ad--bc) t - ’i(hi-ac) (c*-6rf)=0. 


174. Alcune equazioni cubiche in cui i coefficienti hanno valori 
speciali possono essere risolute senza usare il metodo di Cardano. 
Per esempio, si Supponga 

j 3 -(- 3/ = a s — a -3 . 
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Questa si può scrivere 


cioè , 


x> + 3*=(«-!)’ + 3(a-l), 

** - (— D} =0; 


od ora vediamo che una radice è data da x = a . 

a 

Ancora, supponiamo che si abbia l’equazione cubica completa 
* ,r 3 + a.r 2 + te + c=0, 

e che abbia luogo la relazione 3ac = 6 2 tra i coefficienti. L’equa- 
zione proposta si può scrivere 


— x 3 = ax * + bx + c, 


quindi — Sabx 3 =3ba ì x ì 3fc*ax + &*, 

ijuindi (a 3 — 3at)x 3 = fl 9 x 3 -|-3&a i x*-|-3è i ax-i-£> 3 = (ax-\-b) 3 , 
3 _ 

quindi x \a? — Zab =ax+b, 

quindi x =— - 

Va 3 - 'iub-a. 


17ó. Nella Trigonometria è dato un procedimento col quale pos- 
siamo ottenere le radici di un’equazione cubica nel caso irriducibile, 
con l’aiuto delle Tavole trigonometriche. Ciò vale poco in pratica, 
ma mostreremo come le Tavole trigonometriche possono anche es- 
sere usate per esempii che non appartengono al caso irriducibile. 


Supponiamo x 3 +</T-}-r:=:0; allora 


,r - (“ £ + n/t + lì) 3 + (■ 5 " >/t + li)*- 

Se q è positivo, si ponga ^ =— tan 2 0; allora otteniamo 

* = (- | + 5 *)’ + (- 5 - 5 Mc •)’ 


-(-ssMW)*- K) 1 
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27 


So q è negativo, e 4 ij 3 numericamontc minore di 27r*, 
r t 

— — — scn s 0 ; allora otteniamo 


si ponga 


* = (~i + § cos0 ) 3 + (- i“^ cos0 ) 3 

= (— r)*j (cos 5 ^ * — (sen 3 j. 


176. Un’equazione cubica importante s’incontra in varie ricer- 
che matematiche, e può essere notata qui benché non legata col 
soggetto speciale di questo Capitolo. 

Ci proponiamo dimostrare che le radici dell’ equazione f(x) = 0 
sono tutto reali, in cui f(x) dinota 


(x — a) (x — b) (x — c) —a' 2 (x — a) — b'~ (x—b) — c' 2 (x—c) — ìa'b'c'. 

L’equazione si può scrivere così, 

(x— a) | (x—b) (x—c) — a' 2 j — jé'* (x—b) + c' 2 (x—c) + 2a'ftV j=0. 

Dinotino li e k lo radici dell’equazione quadratica 
(x — b) (x — c) - a' 2 = 0 , 

e supponiamo li non minore di k. Allora risolvendo l’ equazione 
quadratica si vedrà che h è maggiore di b o c, e che k è minore di 
b o c. Si sostituiscano successivamente -f co , li, k, — co per x in 
f(x)] i risultati saranno rispettivamente v 

+ o=, -|é'^/(à- 6 )+c'V(à-c)J S , jù' sj(b-k)+c\l(c-k) I', - co. 

Così l’equazione f(x \= 0 ha tre radici reali, una maggiore di h, 
una tra h e k, ed una minore di k. 

177. Vi sono due casi clic richiedono ulteriore esame non appli- 
candosi ad ossi questa dimostrazione, ( 1 ) quello in cui h = k, ( 2 ) 
quello in cui h o k è una radico dell’ equazione cubica. 

(1) Supponiamo h — k. Poiché le radici dell’equazione quadratica 
sono eguali otterremo la condiziono quindi b=co d 

a'— 0. Quindi si troverà che c ò una radice dell’equazione cubica; 
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e dividendo f(:c) por x—c od eguagliando il quoziente a zero otte- 
niamo un’equazione quadratica che ha radici reali. 

(2) Supponiamo che h o k sia una radice dell’ equazione cubica; 
per esempio, supponiamo che sia radice li. Allora il procedimento 
dell’ Art. 176 mostra che l’equazione cubica ha anche una radico 
reale minore di Ir, cosi essaha due radici reali, e la terza radice deve 
perciò essere anche reale. Similmente se le è una radice dell’ equa- 
zione cubica, essa ha una radice reale maggiore di é; e così la terza 
radice dove anche essere reale. 

178. Possiamo ricercare la condizione che deve aver luogo affin- 
chè, li o k sia una radice dell’equazione cubica. Supponiamo che X 
sia una radice dell’ equazione quadratica ed anche dell’ equazione 
cubica. 

Poiché X è una radice dell’ equazione quadratica, abbiamo 

(X — 6) (X — c) — a™ = 0 (1); 

e poiché X si è supposto essere anche una radice dell’ equazione 
cubica, otteniamo 


!>’*■ (X - b) -f c' 2 (X — c) + ìa'b'c' = 0 (2). 


Da (1) o (2) deduciamo 

b’ 1 ( k-b ) -f c’ 2 (X- c) +26'c'V (X —6) (X — c) = 0, 


Cioè, É j l V \f (X — b) +c' V(X-c) |*= 0; 

quindi é' 2 (X — 6) = c' 2 (X — c) (8). 

Da (2) e (3) otteniamo 


, , a'c' , a'!/ 

k-b = — —, X— c = - 

b c 


e quindi 


b — 


b' 


a'b' 

' V 


. . . ( 1 ), 
. . . ( 5 ). 


Quindi la relazione (6) deve aver luogo tra i coefficienti dell’e- 
quazione cubica affinchè una delle radici dell’equazione quadratica 
sia anche una radice dell’equazione cubica. 


Digitized by Google 



104 


EQUAZIONI CUBICHE. 


Viceversa, se (5) ò verificata possiamo tiare a X il solo valore de- 
terminato da (4), ed allora (1) e (2) saranno entrambe soddisfatte; 
e cosi Pequazione quadratica e l’ equazione cubica avranno una ra- 
dice comune. 

Nell’ ottenere (4) c (5) supponiamo clic nè b' nè c * svanisca. 

Supponiamo che b' svanisca; allora da (3) o svanisce c' o pure 
X = c. Se X = c allora da ( 1 ) segue clic a' deve svanire. > 

179. Cerchiamo ora le condizioni affinchè l’equazione cubica ab- 
bia radici eguali. 

Se nè k nè k è una radice dell’equazione cubica, la dimostrazione 
nell’ Art. 176 mostra che lo radici dell’equazione cubica sono disu- 
guali. Ma il procedimento ilell’Art. 17G può essere condotto in modo 
da adoperare ciascuna delle equazioni quadratiche 

(x— c) (x— a) — &'*= 0 , o (x — a) (x — b) — c'*=U, 
invece dell’equazione quadratica 

(x — b)(x — c) — a '* = 0. 

Quindi l’equazione cubica non può avere radici eguali a meno che 
essa non abbia una radico in comuno con ciascuna di queste equa- 
zioni quadratiche. Quindi dall’equazione (5) otteniamo come con- 
dizioni necessarie per l’esistenza delle radici eguali dell’equazione 
cubica le seguenti, 

b' c' _ c' a' __ a' b' 

Viceversa, se queste condizioni sono verificato l’equazione cubica 
ha radici eguali. Infatti dinotiamo queste quantità eguali con r, 
sicché 

b' c' c' a’ a b' 

a=r- 1 r , b=r+-~, c=r+— 7 -; 

a b c 

si sostituisca per a, b, c nell’equazione cubica, ed essa diviene 



sicché la radice r si trova due volte, e l’altra radice è 

b' c' c' a' a' b' 

r + zr + —rr + ~~r ■ 

a 0 c 

Ciò suppone che a', b', e c' siano tutti diversi da zero. 
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Supponiamo ora elio una di questo quantità svanisca; per sem- 
pio a'. Allora dall’equazione quadratica 

(x — b) (x—c) — «'*= 0 

segue che x deve essere eguale a c o b. Supponiamo x = c\ allora 
dalle altre equazioni quadratiche vediamo che 

b' — 0 e (c — a)(c—b) —c' ì = 0 . 

Se a', b' e c' svaniscono tutte allora affinchè vi siano radici eguali 
a, b, e c debbono essere eguali, e l’equazione cubica si riduce ad 
(x — a)* = 0. 


XIII. EQUAZIONI BIQUADRATICHE. 


180. Passeremo ora a spiegare alcuni metodi per la risoluzione 
delle equazioni del quarto grado, le quali sono anche chiamato 
equazioni biquadraticho. Supponiamo che l’equazione biquadratica 
da risolvere sia priva del suo secondo termine, per una ragione già 
data; si vegga l’Art. 105. La prima risoluzione che daremo è detta 
Risoluzione di Descartes. 

181. Risolvere l‘ equazione 

ir*+q**+rj?+t=Ò 

Si ponga x i +qx t +rx-\-s=(x l -\-ex+f) (x^-exì -g); 

dobbiamo allora mostrare che le quantità e, f, c g possono essere 
trovate. Si moltiplichino tra loro i fattori nel secondo membro, e 
si eguaglino i coefficienti delle diverse potenze di x a quelli nel 
primo membro; così 

9+f-c*=q, e('l -f)-r, gf-s\ 

V 

cioè, g+f=q+c*, g—[~-, gf-s- 

e 

Si trovino g ed f in termini di e dalle prime due di queste equa- 
zioni, c si sostituiscano nella terza; così 

G + * i+ 7)( 9+e *“0 =4s ‘ 

. M 
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Da questa equazione con la riduzione otteniamo 
e°+2 qc*+ (</ s — 4s)e s — r s =0 . 

Questa può essere considerata come un’equazione cubica per tro- 
vare e*, ed avrà certamente una radice reale positiva per l’Art. 20. 
Quando e 4 ò conosciuta possiamo trovare e, ed allora g ed f diven- 
tano note. Così l’espressione ®*+</® 4 +r®-M è risoluta nel prodotto 
di due fattori quadratici reali, e possiamo ottenere le quattro radici 
dell’equazione biquadratica proposta risolvendo le due equazioni 
quadratiche 

®*-|-e®f f—0, x*—ex+g= 0. 


182. Si sarà osservato che in uno dei due supposti fattori qua- 
dratici si è messo il termine ex, e nell’altro fattore quadratico il 
termine — ex; la ragione per ciò si è che non vi è alcun termine 
con a: 3 nell’espressione che vogliamo risolvere in fattori quadratici. 
Ora e è eguale alla somma delle due radici della seconda equazione 
quadratica data in fine dell’Articolo precedente, sicché e è eguale 
alla somma di due delle radici dell’equazione biquadratica propo- 
sta. Ora tra le quattro radici di un’equazione biquadratica due ra- 


1-3 


dici possono essere scelte in - — -modi, cioè, in C modi; o cosi ve- 


diamo la ragione perchè l’ equazione in e debba essere del sesto 
grado. Ma siccome la somma delle quattro radici dell’ equazione bi- 
quadratica è zero per l’Art. 45, la somma di due qualunque delle 
radici è eguale in grandezza ed opposta in segno alla somma delle 
■due radici rimanenti; e cosi vediamo la ragione perchè l’equazione 
in e contenga solamente potenze pari di e, sicché il valore ili c 4 può- 
essere trovato con la risoluzione di un’equazione cubica. 

Si può osservare che quando abbiamo trovato e 4 possiamo dare 
l’uno o l’altro segno al valore di e, che si ottiene estraendo la ra- 
dice quadrata; poiché cambiando il sogno di e mutiamo semplice- 
mente tra loro i valori di f e g, e questo non ha alcuna influenza 
sui risultati che si ottengono risolvendo l’equazione biquadratica. 


183. Supponiamo, per esempio, che ®*— 10®*-20® -16=0. Qui 
q—— 10, r=— 20, s = — 16. L’equazione cubica in e 4 diviene 
e«-20«*+lG4fi*~400=0, ed una radice di questa è e s =4; si vegga 
l’Art. 119. Così e=2; allora ^—2 , e g—~ 8; quindi 

ad— 1 0® 4 - 20® — 1 6=(® 4 + 2® + 2) (® 4 — 2® —8) . 

Le quattro radici dell’equazione biquadratica proposta si trove- 
ranno essere 4, — 2, — 1 + V — 1, e — 1 — V — 1 . 


Digitized by Google 



EQUAZIONI niQUAURATICHE. 


107 


181. Cosi apparisce die la risoluzione di un’equazione biquadra- 
tica può essere 'effettuata se possiamo ottenere una radice di una 
certe equazione cubica ausiliaria. Diviene perciò un punto impor- 
tante 1’accertare quando questa equazione cubica cade nel caso ir- 
riducibile; si vegga l’Art. 171. Ciò dà occasione alla proposizione 
seguente. L’ equazione cubica ausiliaria non cadrà nel caso irriducibile 
quando l'equazione biquadratica ha due radici reali e due radici im- 
maginarie. 

Infatti supponiamo che le radici immaginarie dell’equazione bi- 
quadratica siano dinotate da a+$\! — 1 ed a— ^ V — 1 ; allora poiché 
la somma delle quattro radici è zero, le due radici reali saranno 
dello forme — a-t-y o —a— Prendendo la somma di ciascuna cop- 
pia di queste radici otteniamo lo espressioni ±2a, ±(y+ — 1) , e 
±(y— pV— 1). Cosi i tre valori di e* saranno (2a) 2 , (y+f3V— 1)*, 
e (y — g V — l) 2 ; se y non è zero due di questi- valori di e 2 sono im- 
maginarli, e se y ò zero i valori di e 2 sono tutti reali, ma due di 
essi sono eguali; cosi l’equazione cubica in e- non cadrà nel caso 
irriducibile. 

185. Se le radici dell’equazione biquadratica sono tutte reali le 
radici dell’equazione cubica ausiliaria saranno tutte reali. Se le ra- 
dici dell’equazione biquadratica sono tutte immaginarie esse saran- 
no delle forme 1 e — a±y V — 1. Prendendo la somma di 

ciascuna coppia di queste radici otteniamo le espressioni ±2a, 
± (P+y W— 1, e ±(^— y) V — 1 ; quindi i valori di e 2 sono 4a 2 , 
— (?+y) 2 , e -(?-y) 2 . e cosi sono tutti reali. 

Quindi se l’equazione biquadratica ha le sue radici tutte reali o 
tutte immaginarie, l’equazione cubica ausiliaria cadrà ingenerale 
nel caso irriducibile; diciamo in generale, poiché può accadere che 
l’equazione cubica abbia due dello suo radici eguali, ed allora essa, 
non cade nel caso irriducibile. 

180. Nei due Articoli precedenti abbiamo mostrato quali saranno- 
le forme delle radici dell’equazione cubica ausiliaria corrispondenti 
alle varie forme delle radici dell’equazione biquadratica proposta. 
Stabiliremo ora viceversa quali saranno le forme delle radici dell’e- 
quazione biquadratica proposte corrispondenti alle varie forme delle 
radici dell’equazione cubica ausiliaria. Poiché l’ultimo termine 


Digitized by Google 



EQUAZIONI BlQLAlMUTICilE. 


108 

iloll’ equazione cubica è negativo, vi deve essere una radice positi- 
va; e siccome il prodotto delle radici ò positivo, peri’ Art. 45, i 
soli casi che possono accadere sono, (1) tutte le radici positivo, (2) 
una radice positiva e due radici negative, (3) una radice positiva e 
due radici immaginarie. I seguenti risultati seguono dadi Art. 
184 e 185. 

(1) Se l’equazione cubica ha tutte le sue radici positive, le ra- 
dici dell’ equazione biquadratica sono tutte reali. 

(2) Se l’ equazione cubica ha una radice positiva e due radici ne- 
gative, l’equazione biquadratica ha due radici reali e due radici im- 
maginarie, p pure quattro radici immaginarie. 

(3) Se l’ equazione cubica ha una radice positiva e due radici im- 
maginarie, l’ equazione biquadratica ha due radici reali e due radici 
immaginarie. 

187. Le quattro radici dell’ equazione biquadratica si possonp 
esprimere molto semplicemente per mezzo delle tre radici dell’ e- 
quazione cubica ausiliario. Dinotino a 2 , f 2 , f 2 i tre valori di e 2 ot- 
tenuti dall’equazione cubica 

c«+2 qe* f (j*-4s)e*- r 2 ^0. 

Allora per l’Art. 45 abbiamo r 2 — a 2 $ 2 f 2 , e — 2<7=a 2 +^ s -fY 2 . Cosi 
possiamo porre »— u$y, e prendere a come un valore di e\ quindi 

x*+ex+f=x*+au-+ ^f+a 2 — 

1 (a 2 -£ 2 - y 2 -2£y) • 

Risolvendo l’equazione x^+ex+l'—Ó otterremo quindi 
j-= 4(— o J«=^(-o+P+Y). 

Similmente, ponendo x*-eje-{-g~tì otterremo 

a-i(a-^+Y). '» »=|(*+g-Y). 

Cosi le quattro radici dell’equazione biquadratica sono 

5(-a-g-Y), Jt-a+f.+Y). ^(a-?+Y), ^(a+Mf)- 
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Affinchè l’equazione biquadratica abbia radici eguali l’equazione 
cubica ausiliaria deve avere radici eguali. Infatti supponiamo, per 
esempio, che 

|(-a-g-Y)=^(-a+g+if), 

allora P-f-y= 0 , 

quindi T* - ' 

ed un simile risultato si otterrà in ogni altro caso. 

Quindi possiamo esprimere la condizione che deve aver luogo 
affinchè l’equazione biquadratica proposta abbia radici eguali; poi- 
ché per l’Art. 173 la condizione affinchè l’equazione cubica ausi- 
liaria abbia radici eguali è 

(27r*-72gs-f2q s )*=4(5*-fl2s) s , 

Si vedrà, per l’Art. 79, clic le condizioni che debbono aver luogo 
affinchè l’equazione biquadratica proposta abbia tre radici eguali 
possono essere espresse cosi: , 


27r 4 — 72(/s+2f/ 3 =0, e q 2 +12s=0. 

Sarà utile di notare le forme di quoste condizioni per un’equa- 
zione biquadratica completa. 

Sia l’equazione 

4 for 3 -j- 6i\r 2 -|- 4<àr+ «=.0 ; 
b 

si ponga x=z — , allora otteniamo 
a 

2* + qz* + rs+t = 0, 


6c 

0 b* 



a 

<1* 



\d 

I 26 c 

8è ;: 


a 

a- 

+ HF' 


\ 

ì bd 

0 6*.: 

3 b* 

a 

-pr + 

a- 

!F. 

a* 


Digitized by Google 



1 10 


EQUAZIONI BIQUADRATICHE. 


Quindi troveremo die •/ 

g , + 12j=-^(ea— 4M-Ì-3c*), 

ìGy 0 ? 

e 27r*— 72gs-f2g 8 =— (ad l +eb*+c*-ace— 2bcd). 

Così la condiziono per lo radici eguali ò 

(ea— 46d+3c*) 5 =:27 (ad*+cò I +c 3 — oce— 26cd)* ; 
c le condizioni per tre radici eguali sono 

co — 46rZ+3c*=tì , 

c atl*+eb*+c s — ace— 2ftcd=0, 

188. Un’altro modo di risolvere un’equazione biquadratica ò 
stato dato sotto forme poco diverse da varii matematici; e cosi esso 
è alle volte chiamato il metodo di Ferrari, alle volte il metodo di 
Waring, ed alle volte il metodo di Simpsan. Andremo ora a spiegarlo. 

Sia l’equazione biquadratica 

a*4-pa- 3 + gj 2 -l nr+s=U ; 

si aggiunga ai due membri <u - *+6.z-J-c, e poi siano a, b, c determi- 
nate in modo da rendere ciascun membro un quadrato perfetto. Ab- 
biamo allora 

a;‘-l-ju ,5 + (q-ra)x ì +(r+b)x-\-s-\-c=ax 2 -\-bx+c. 

Il secondo membro sarà un quadrato perfetto se b^—ìuc. Si sup- 
ponga il primo membro essere eguale ad 



paragonando i cocllìcienti otteniamo 

i>* 

2m-t--— = « + a, = m i =*v+c. 

Queste tre relazioni esprimono a, b, c in termini di ih; sostituendo 
i valori di a, b, c c nell’equazione b 2 = ìac otteniamo 
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Ha questa equazione cubica deve essere trovato m, e quindi a, b, 
e e. lì poiché abbiamo, ora 

/ px \* b' 1 

+ 1 = ax i + bx-{- e — a.r 1 4- bx — , 

\ z / io 


otteniamo 


„ vx 

1* + — + Ili = : 


"lux 4 - b 
2 \!u 


Così abbiamo da risolvere due equazioni quadratiche» cioè» 


, px 

+V+ ,,i+ - 


Za r - 


■ \Ja 


' „ px 

= 0, ed ir-+^r -+m — 


2 ux + b 
■2 v 'a 


= 0 . 


1 89. Si può mostrare che l’equazione cubica ausiliaria che que- 
sto metodo richiede a risolvere cadrà in generale nel caso irridu- 
cibile, a meno che l’equazione biquadratica proposta non abbia due 
radici reali e due radici immaginarie. Infatti dinotino a, p, y t 8, le 
quattro radici dell’equazione biquadratica proposta ; allora conside- 
rando le due equazioni quadratiche ottenuto nell’ Art. 188, ne se- 


gue che m + Tj-y deve essere eguale al prodotto di due delle quat- 
tro quantità a, 2, y« 8, ed m deve essere eguale al prodotto 

2 y<s 

delle duo rimanenti. Supponiamo quindi 


m 


cosi 


b . b 

ed m- — =vo; 
2 ^/a * 2 \'u 

m= - (a%+y8)- 


Quindi conchiudiamo per simmetria che gli altri due valori di in 

I 1 

saranno - (ay -)■ £8) ed - (aS + ^y)* 

È chiaro che se a, (5, y, 8, sono tutte reali, questi tre valori di 
tu sono tutti reali ; e si può mostrare clic avverrà lo stesso se a, fi» 
y, 8 sono tutte immaginarie. Però se due delle quattro quantità 
sono reali e due immaginarie, si troverà clic due dei valori di m 
sono immaginar» ed uno è reale, o pure essi sono tutti reali e due 
tra loro eguali. 


190. Daremo ora il metodo di Eidero per risolvere un’equazione 
biquadratica. Supponiamo che l’equazione sia 

x* 4- qx- 4- rx -j- s = 0 . 
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Si ponga x = 1 / 4- z + u ; cosi 

.r 1 = y* + s* + U ! + 2 (l/s + su + uy) , 
cioè , X* — I/ 1 — 3* — !/* = 2 (l/3 + SII + IIJ/) ; 

Si elevino a quadrato i due membri ; cosi 

■t* — ìx- («/* + :* + li*) +(;/*+ s* + ti 2 ) 5 = 4 (yz + su + uy)* 

= 4 3 ! « 2 + u*y*) + 8ysu(y + s + u). 


Sì ponga x per y+ z + u, e si trasponga ; così 

.T*— 2a;*(y*d-3*+u 1 )— 8 xi/ 3«+ (i/*+s*+u*)*— 4(i/ I 3 , +s*«*+w s y*)=0. 

Affinchè questa equazione coincida con l’equazione biquadratica 
proposta, dobbiamo avere 


Così 


«=— 2(j / i + z* + u ì ), r = — 8ysu, 

S = (1J* + 3 1 + II 2 ) 2 - 1 (l/*3* + 3*11*+ «V) • 



I/ 2 3 2 4- 3 2 t( 2 +JI 2 l/ 2 



3/ 2 s 2 i£* 



Quindi segue dall’Art. 45, che y l , 3 2 , ed n 2 sono i valori di / fot- 
ti iti dall’equazione cubica seguente, 


< 3 + |/*4- 




Siario dinotate le radici di questa equazione con / 2 , e 1 3 •, allora 

y » S— ti— i V^ 3 ‘ 

Se sostituiamo questi valori nell’espressione per ir, cioè, j/4-s4-ti, 
otteniamo olio risultati differenti a motivo dell’ambiguità nei se- 
gni. Ma questi risultati non sono tutti ammissibili ; poiché dob- 
. V 

biamo avere ysu = — ~ , sicché il segno del prodotto di y, s, ed u, 

o 

deve essere contrario al segno di r. 
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Se supponiamo r positivo, abbiamo i seguenti valori ammissi- 
bili di x, 

— A - A— A < — A+A+A • A - A+ A - A+A—A- 

Se supponiamo r negativo, abbiamo i seguenti valori ammissi- 
bili di x, 

A+A+A» A - A - A - — A+ A - A - — A - A+A- 

191. La ragione perchè o//o valori di a; si presentano nell’ Arti - 

r 

colo precedente si è che la relazione yzu = — - è stata elevata a 

8 r* 

quadrato ed adoperata nel procedimento nella forma i/ 2 z 2 u* = — ; 

poiché siccome la relazione nell’ ultima forma non si muta cam- 
biando il segno di r, il procedimento realmente dà le radici tanto 
dell’equazione biquadratica ar*+ qx* — rx + s = 0, quanto quelle del- 
l’equazione biquadratica x*+ r;a* -f rx + s = 0 . 

L’equazione cubica ausiliaria dell’Art. 181 si troverà coincidere 
con quella dell’Art. 190 supponendo c*=4<; cosi le osservazioni 
fatte negli Art. 184— 186, intorno al legame tra le radici dell’equa- 
zione cubica ausiliaria e dell’ equazione biquadratica, e le circo- 
stanze nelle quali l’equazione cubica cade nel caso irriducibile, si 
applicano al metodo di soluzione di Eulero siccome a quello di De- 
scartes. 


192. Può accadere che forme speciali di equazioni biquadratiche 
ammettano risoluzione più semplice di quella dell’equazione ge- 
nerale. 11 seguento ò un esempio. L’equazione biquadratica 

x*-ppx 3 + qx^+rx+s — i) 

può essere risoluta come un’equazione quadratica se p 3 —ipq-\- 8r=0. 
Infatti l’equazione x l -f px 3 + qx 2 + rx + s = 0 si può scrivere 

A + l)’ + (’- t)À A) +,=0 ; 

e questa può essere risoluta come un’equazione quadratica, se si ha 

v p . 

cioè, se p 3 — 4pq + 8r = 0. 

p‘ z 

9- T 

15 
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XIV. TEOREMA DI STURM. 

193. Nei Capitoli precedenti di quest’opera abbiamo dimostrato 
diversi teoremi intorno alle radici delle equazioni, ed abbiamo dato 
la risoluzione algebrica delle equazioni del terzo e del quarto grado. 
Andiamo ora ad entrare in un’altra parte del soggetto, vale a dire, 
nei metodi per trovare approssimativamente i valori numerici delle 
radici delle equazioni ; il presente Capitolo dà principio a questa 
parte del soggetto dimostrando il teorema di Sturai, l’oggetto del 
quale si è di determinare la situazione ed il numero delle radici 
reali di un’equazione. Enuncieremo e dimostreremo il teorema nel 
prossimo Articolo ; faremo quindi alcune riflessioni in relazione 
col teorema, e finalmente lo applicheremo ad alcuni esempi. 

194. Teorema di Slurm. Sia f(x) =0 un’equazione liberata dalle 
radici eguali, e sia f t (x) la prima funzione derivata di f(x) \ si ese- 
gua l’operazione por trovare la massima comune misura di f ( x ) ed 
f t (x) con questa modifica, di mutare il segno ad ogni resto prima 
di adoperarlo come un divisore, e si continui l’operazione sino a 
che si ottenga il resto indipendente da x, ed al quale si muti anche 
il segno. 

Sia f t {i v), f s (x),...f m (x), la serie dei resti modificati così ottenu- 
ta. Sia a una quantità qualunque, e (5 un’altra quantità algebrica- 
mente maggiore, allora il numero delle radici reali dell’equazione 
f(x) ~ 0 tra a e (3 è l’eccesso del numero delle variazioni di segno 
nella serie f(x), f t (x), f t (x), ...f m (x), quando x = a, sul numero delle 
variazioni di segno quando ®=È. 

Chiameremo la serie totale f(x), f t (x ) , f t (x) , . . .f m (x) , le funzioni 
di Slurm, e chiameremo la serie f t (x), f t (x),...f m (x), le funzioni au- 
siliario, sicché le funzioni ausiliarie consistono delle funzioni di 
Sturm omettendo f(x). 

Dinotino q t , gj,...<7 m _,, i successivi quozienti che si ottengono 
nell’eseguire le operazioni indicate ; allora abbiamo le relazioni 
seguenti, 

f (*) = 9tfi(*)-/k(*). 
f i( x ) — —/*(*)* 

fj,(x) = q 3 f 3 (x) /*(#), 


Da queste relazioni possiamo trarre tre conseguenze. 
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(1) L’ ultima dello funzioni f m (x) non 6 zero ; poiché per suppo- 
sizione essa è indipendente da a? e se fosse zero f(x) ed f t (x) avreb- 
bero una comune misura, ma allora l’equazione f(x) = 0 avrebbe 
radici eguali per l’Art. 75, e ciò è contrario all’ipotesi. 

(2) Due funzioni ausiliarie consecutive non possono svanire si- 
multaneamente ; poiché se ciò avesse luogo tutte le funzioni ausi- 
liarie seguenti svanirebbero inclusa f m (x)\ e ciò è impossibile 
per (1). 

(3) Quando una qualunque delle funzioni ausiliarie svanisce le 
due funzioni adiacenti hanno segni contrarii. Si supponga per e- 
sempio f s (x) = 0 ; allora dalla terza delle relazioni del sistema pro- 
cedente abbiamo f t (x) =-—/*(*). 

Ora nessuna alterazione può accadere nel segno di una qualun- 
que delle funzioni di Sturm se non quando x passa per un valore 
che fa svanire quella funzione ; e dimostreremo ora che quando x 
passa per un valore che annulla f(x) una variazione di segno è per- 
duta dalle funzioni di Sturm, e che nessuna variazione di segno è 
perduta o guadagnata in conseguenza del passaggio di x per un va- 
lore che annulla una delle funzioni ausiliarie. 

I. Supponiamo c una radice dell’equazione f(x)—0, sicché 

f(e) = 0. 

Sia h una quantità positiva. Ora f(c—h) può essere sviluppata 
secondo le potenze di h per l’Art. 10, e si può prendere h cosi pic- 
cola che il. segno dell’intera serie sia lo stesso che il segno del pri- 
mo termine che non svanisce, per l’Art. 14 ; cioè, il segno di f(c—h) 
sarà lo stesso che il segno di — hf t (c ) poiché f(c) = 0. 11 segno di 
— sarà lo stesso che il segno di f t (c) quando h si prendo suf- 
ficientemente piccolo. Cosi se x—c—h ed h si prende sufficiente- 
mente piccolo, f(x) ed f t (x) hanno segni contrarii. 

Similmente, si può dimostrare che se x = c -(- h ed h si prende 
sufficientemente piccolo, f(x) ed f t (x) hanno lo stesso segno. 

Cosi allorché x cresce passando per una radice dell’equazione 
f(x) = 0, le funzioni di Sturm perdono una variazione di segno. 

II. Dinoti ora c un valore di x che annulla una delle funzioni 

ausiliarie, per esempio, f T (x) , sicché f r (c) = 0. Allora f T _ t (c) ed 
f r+i (c) hanno segni conlrarii, e cosi immediatamente prima di x — c 
ed anche immediatamente dopo di x—e, i tre termini f r (r ) . 
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f r +ì( x ) presenteranno una permanenza di segno ed una variazione 
di segno; poiché se / r _,(r) ed f T (x) hanno lo stesso segno, f T (x) ed 
fr+i ( x ) hanno segni contrarii, e viceversa. Così le funzioni di Sturai 
nè perdono nò guadagnano una variazione di segno quando x passa 
per un valore che annulla una delle funzioni ausiliario. 

Nessun valore di x può annullare simultaneamente due funzioni 
consecutive. Se svaniscono simultaneamente due o più che non sono 
consecutive, allora, se f(x) è una di esse, segue da 1. che si perde 
una variazione di segno quando x crescendo passa per quel valore, 
e se f(x) non è una di esse segue da II. che non si perde alcuna 
variazione di segno. 

Cosi abbiamo dimostrato che al crescere di x, le funzioni di 
Sturm non perdono mai una variazione di sogno se non quando x 
passa perlina radice dell’equazione f(x)=0, e non guadagnano 
mai una variazione di segno. Quindi il numero delle variazioni di 
segno perdute quando x cresce da un valore a ad un valore più 
grande £5, è eguale al numero delle radici dell’equazione f(x) — 0 
che cadono tra a e f. 

195. Abbiamo mostrato che non vi è alcuna alterazione nel nu- 
mero delle variazioni di segno nelle funzioni di Sturm in conse- 
guenza del passaggio di x per un valore che annulla una delle fun- 
zioni ausiliarie; ma possono aver luogo alterazioni, ed in generale 
hanno luogo, rispetto all’ordine nel quale i segni -(- e — sono di- 
stribuiti nella serie delle funzioni. Supponiamo, per esempio, che 
a o b siano due radici dell’equazione f(x) — Q e che a sia minore 
di 6; allora f(x) ed /, (x) hanno segni contrarii immediatamente pri- 
ma di x = a ed hanno lo stesso segno immediatamente dopo di x—a. 
Ora immediatamente prima di x = b i segni di f(x) ed /’, (x) sono 
contrarii di nuovo. Infatti l’ equazione f, (x) — 0 ha una radice tra 
x — a ed x — b, e così f t (x) devo passare dal positivo al negativo o 
viceversa tra x=a ed x=b. Questo passaggio di /', (r) dal positivo 
al negativo o viceversa tra a e b, non può alterare il numero totale 
delle variazioni di segno nella serie delle funzioni di Sturm, come 
abbiamo dimostrato, ma modifica la distribuzione dei segni -f e — 
nella serie, e cosi dopo che si è perduta una variazione al crescere 
di x passando per a, si rende possibile la perdita di un’altra varia- 
zione al crescere di x passando per b. 

11 presente Articolo non aggiunge nulla alla dimostrazione del 
teorema di Sturm; esso ha semplicemente lo scopo di assistere lo 
studente nella difficoltà che spesso si trova a comprendere come 
si perdano le variazioni di segno. 
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196. Nel contare il numero delle variazioni di segno nella serie 
delle funzioni di Sturm, può accadere che il valore di .r che si con- 
sidera annulli una delle funzioni ausiliarie. Allora é indifferente 
l’attribuire il segno positivo o il segno negativo alla funzione eva- 
nescente, poiché i segni delle funzioni che la precedono e la seguo- 
no sono necessariamente contrarii. 

197. Per trovare il numero totale delle radici reali di un’equa- 
zione f(x) - 0, possiamo porre prima — oc per ;r e poi + oo per x 
nelle funzioni di Sturm - , l'eccesso del numero delle variazioni di 
segno nel primo caso sul numero delle variazioni di segno nel se- 
condo caso è il numero totale delle radici reali. Quando x si fa 
eguale a +oc o a — od il segno di ognuna delle funzioni sarà lo 
stesso che il segno della più alta potenza di x in quella funzione. 

198. Pinoti n il grado di f(x)\ allora il numero delle funzioni 
ausiliarie f t (x), f^ix ), ... sarà in generale anche n; poiché ciascun 
resto ò generalmente di un grado inferiore di un’unità rispetto al 
grado del resto precedente. Supporremo che il numero delle fun- 
zioni ausiliarie sia lo stesso che il grado di f(.r), e supporremo che 
la più alta potenza di x in f (x) abbia un coefficiente positivo. 

(1) Se i primi termini in tutte le funzioni ausiliarie hanno coeffi- 
cienti positivi tutte le radici dell’equazione f(x)= 0 sono reali. In- 
fatti tutte le funzioni di Sturm allora saranno positive quando 
x~+cg , e saranno alternativamente positive e negativo quando 
x — — oo ; cosi si perdono n variazioni di segno passando x da —co 
a + od. 

(2) Se i coofficienti dei primi termini non sono tutti positivi, vi 
sarà una coppia di radici immaginarie per ogni variazione di segno 
nella serie formata da questi coefficienti. Infatti supponiamo che 
in questa serie dì coefficienti vi siano m variazioni di segno ed n—m 
permanenze di segno. Allora quando x~ + ca vi sono m variazioni 
di segno ed n — m permanenze di sogno nelle funzioni di Sturm. 
Ora si muti x da + od a — oo ; allora le variazioni di segno sono 
rimpiazzate da permanenze di segno, e le permanenze di segno da 
variazioni di segno, sicché pera; — —co vi sono n—m variazioni 
di segno. L’eccesso del numero delle variazioni di segno quando 
x = — <x> sul numero quando # = + od è quindi n — 2in; cosi vi sono 
n — 2;a radici reali dell’equazione f(x)— 0, e quindi 2m radici im- 
maginarie. 

Quindi affinché un’equazione abbia tutte le suo radici reali, é 
necessario e sufficiente che i coefficienti dei primi termini in tutte 
le funzioni ausiliarie siano dello stesso segno. 
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109. Supponiamo che tra le funzioni ausiliarie se no trovi una, 
come f r (x), che non possa mutare di segno; allora possiamo trascu- 
rare tutte le funzioni che la seguono, e contare solamente il nu- 
mero delle variazioni di segno nella serio f(x), f t (x), f,(x) , . . ,f T (x) . 
Poiché nella dimostrazione originale del teorema di Sturm la pro- 
prietà essenziale dell’ ultima funziono ausiliaria si è che essa non 
debba svanire, e siccome f r (x) non può svanire, la dimostrazione 
reggerà per la serie f(x),f { (x), f t (x ) , ...f r (x). 

Questa osservazione è importante nella pratica, poiché la forma- 
zione delle funzioni di Sturm è considerevolmente laboriosa negli 
esempii di equazioni di gradi elevati, e così è utilo di avere una 
regola la quale alcune volte ci risparmia la necessità di formare 
l’intera serie dello funzioni, 

200. Supponiamo che ^i(t) sia una funzione che non ha alcun 
fattore comune con f(x), e supponiamo che y(x) od f\ (x) prendano 

10 stesso segno quando si sostituisce in esso per x una radice qua- 
lunque dell’equazione f(x) =0. Allora possiamo adoperare y(x) in- 
voco di f t (x) e dedurre le rimanenti funzioni ausiliarie da f(x) o 
< f(x ) invece che da f(x) ed f t (x). Poiché ricorrendo alla dimostra- 
zione del teorema di Sturm si vedrà che con questa nuova serio di 
funzioni le due proprietà fondamentali sono ancora vere, cioè, che 
non si perde alcuna variazione di segno per l’annullarsi di una fun- 
zione ausiliaria, e che si perde una variazione di segno quando f (x) 
svanisce. 

201. Finora abbiamo supposto che l’equazione da trattare col me- 
todo di Sturm sia liberata dalle radici eguali; mostreremo ora cho 
questa limitazione non é necessaria, e che il teorema darà sempre 

11 numero dello radici distinte tra limiti assegnati, senza tener conto 
della ripetizione di alcune radici. 

Supponiamo por esempio che la radice a si trovi p volte e la ra- 
dice b si trovi q volte nell’equazione f (x) —ii. 

Sia f(x) = (x— a) p (x— 6) 9 (x — c) (x — d)... 
allora f t (x) = (# — a) p ~ i (x— (x — b)(x — c) (x — d)... 

+ q(x— a) (x -- c) (x — d). . . 



Così (x — a) p ~ , (x—b)' 1 1 è la massima comune misura di f(x) ed 
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f t (x), e questa espressione dividerà tutte le funzioni ausiliorie f t (x), 
/■.(a;), ...f m (x) che si formano come nell’ Art. 194. 

Sia ora (x) — (x — a) (x — b)(x — c)(x — d)... 

e cp(a :)=p(x — b)(x — c)(x—d)... 

+ q (x—a) ( x — c)(x — d)... 

+ (x — a) ( x — b ) (x—d).i. 

+ ... 

Allora tj(x) non è la prima funzione derivata di ^>(x), la quale sa- 
rebbe ciò che diviene o(x) se p=l e q—i ; ma 9 (.r) ha lo stesso se- 
gno della prima funzione derivata di (];(#), quando facciamo x—a, 
o b, o c, ... Quindi, per l’Art. 200, possiamo determinare la situa- 
zione delle radici reali dell’equazione <}>(;r)=0 prendendo o 
9 (x) come le prime due delle funzioni di Sturm e deducendo da 
esse lo rimanenti. 

Ma la serie delle funzioni di Sturm formate da f (x) ed f t (x) diffe- 
risce solamente dalla serie formata da (!/(#) e <f(x) pel fattore addi- 
zionale (x—a) p ~ , (x—b)1~ ì in ogni termine della serie. Cosi quando 
si attribuisce un valore qualunque ad x, i segni dei termini dellt^ 
prima serie saranno tutti gli stessi di quelli della seconda, o pure 
tutti contrarii; e così il numero delle variazioni di segno sarà lo 
stesso. 

Quindi esaminando la serie delle funzioni di Sturm formate da 
f(x) ed f t (x) possiamo accertare quante radici dell’equazione di(j)=0 
giacciono tra limiti assegnati, cioè, quante radici distinte e separate 
dell’equazione /'(x) = 0 giacciono tra quei limiti. 

Così non abbiamo bisogno di applicare la pruova per le radici 
eguali prima di adoperare il metodo di Sturm; in fatti, calcolando 
le funzioni di Sturm ci accorgeremo delle radici eguali se esse esi- 
stono dal fatto che l’ultimo resto sarà zero. 

202. Possiamo osservare che nell’operazione con la quale si tro- 
vano tutte le funzioni ausiliarie dopo della prima, possiamo sempre 
moltiplicare o dividere i divisori o i dividendi per numeri qualun- 
que positivi a piacere, come nell’operazione per trovare la massima 
comune misura; poiché così le funzioni ausiliarie risultano sola- 
mente moltiplicate o divise per numeri positivi, sicché i loro segni 
restano inalterati. 
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Possiamo col teorema di Sturm determinare il numero delle ra- 
dici reali di un’equazione proposta. Quindi, sostituendo interi suc- 
cessivi per x nella serie delle funzioni di Sturm, possiamo deter- 
minare tra quali interi consecutivi giacciono le radici; o se si trova 
che più di una radice giace tra due interi assegnati, possiamo so- 
stituire per x successivamente delle frazioni comprese tra quegl’in- 
teri, sino a determinare finalmente gl’intervalli trai quali giaccio- 
no le radici isolatamente. 

203. Prenderemo ora alcuni esempi. 

Si supponga f(x)=x* — 3®*— 4®-ft3 = 0. 

Qui f t (x) = 3x*~ G®-4, 

A(*) = 2® -5, 

/■*(*)=+*• 

Le radici dell’equazione sono tutte rpali per l'Art. 108. La seguente 
è la serie dei segni corrispondenti ai valori indicati di x. 



f{x). 

AM. 



0 

+ 

— 

— 

+ 

1 

+ 

— 

— 

+ 

«> 

+ 

- 

— 

+ 

3 

+ 

+ 

+ 

+ 


Qui vi sono due variazioni di segno quando ® = 2, e non ve n’é al- 
cuna quando ®=3; cosi vi sono due radici positive tra 2 e 3, e nes- 
sun’ altra radico positiva. 

Si troverà che quando ®= — 3, la successione dei segni è — | (-, 

e quando x~— 2 essa è +-) f- , sicché si perde una variazione 

di segno passando da — 3 a — 2, e quindi la radice negativa cade 
tra —2 e — 3. Per separare le due radici comprese fra 2 e 3 dovre- 
mo sostituire per® uno o più numeri compresi fra 2 e 3. Supponia- 
mo, per esempio, che si pùnga ar=2£; allora la successione dei se- 
gni è 0 -{- , e cosi abbiamo solamente una variazione di segno, 

sia che si consideri lo 0 col segno + o col — . Cosi si perde una 
variazione di segno passando da 2 a c quindi una radice giace 
tra 2 e 2£; quindi l’altra radice cade tra 24 e 3. 

Ancora, supponiamo f (®)=®*-6®*+5®*-|-i4®— 4-=0. 
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Qui /' 1 (x)=2jr*— 9 < r*+*M , +7 , omettendo un fattore 2, 

/■j (x) = 1 7 x 1 — 57.7)— 5 , 

/,(*)=! ò2.r-', 77, 

r*(*)=+. 

In questo esempio si troverà che il calcolo di f t (x) ò alquanto 
complicato; pel nostro scopo però ò sufficiente conoscere il segno, 
e cosi quando ci assicuriamo che il risultato ò positivo non è neces- 
sario calcolarlo esattamente, ma porre semplicemente f^(x) 

Le radici dell’equazione sono tutte reali per l’Art. 1 OR. 

La seguente ò la sèrie dei segni corrispondenti ai valori indi- 
cati di x. 



rw. 

/ìO). 

fà ^ • 

/i(*) 

2 

+ 

— + 

— 

+ 

1 

— 

- + 

— 

-b 

0 

— 

+ - 

— 

+ 

1 

+ 

+ 

— 

+ 

o 

+ 

— — 

~ 

-f 

3 

+ 

- T- 

— 

+ 

4 

+ 

+ 4" 

•f 

+ 


Qui si perde una variazione di segno tra —2 e — 1, una tra 0 od 
1, e due si perdono fra 3 e 4. 

Se poniamo 3j per x la successione dei segni è — 0 ++ , e cosi 
vi ò solamente una variazione di segno, sicché una radice dell’e- 
quazione cade fra 3 e 3-|; quindi un’altra radice cado fra e 4. 

Ancora, supponiamo f(x)r=2x*— 13® 2 4-1 0<r— 49=0. 

Qui /■,(;£) =4 a? 3 - 13 j+ 5, omettendo un fattore 2, 

f t (x)=l3x*-i fer+98. 

fi facile vedere che le radici dell’equazione /* j (ar) ^=0 sono imma- 
ginarie, cioè, f 2 (x) non può svanire per alcun valore reale di x; 
quindi per l’Art. 199 non abbiamo bisogno in questo esempio di 
ottenere altre funzioni di Sturm. Quando x = — oo la successione 

dei segni è H h , e quando x = + oo la successione dei segni <’■ 

+ + -f , cosi l’equazione ha due radici reali e due radici immagina- 
rie. Una delle radici reali è positiva e l’altra negativa per l’Art. 21 . 

16 
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204. 11 teorema di Sturai costituisco la soluzione completa di un 
problema die lia richiamata l’attenzione di molti tra i più eminenti 
matematici durante i due ultimi secoli ; questo teorema fu pubbli- 
cato nel volume delle Mèmoircs présentés...par dcs Savanls Élran- 
gers, Paris, 1835. 

Tra coloro che tentarono la soluzione del problema prima di 
Sturm due meritano speciale notizia, Budan eFourier; i metodi di 
questi duo matematici partono da un teorema che gli scrittori in- 
glesi sogliono chiamare teorema di Fourier, e che gli scrittori fran- 
cesi connettono si col nome di Budan come con quello dì Fourier. 
L’opera di Fourier sulle equazioni fu pubblicata nel 1831 dopo la 
morte dell’autore; Budan pubblicò un’opera sul soggetto nel 1807. 
Si conosce però che Fourier avea esposto il teorema in un corso di 
lezioni date prima della-pubblicazione dell’opera di Budan. Enun- 
cieremo ora c dimostreremo il teorema. 

205. Teorema di Fourier. Sia f(x) una funzione algebrica del- 
1’ » m0 grado; siano f l (x) , f t (x ) , . . .f u (x) le funzioni derivate succes- 
sive di f(x). Sia a una 'quantità qualunque e Q un’altra che è alge- 
bricamente maggiore; allora il numero delle radici reali dell’equa- 
zione f(x) = 0 tra a o non può essere maggiore dell’eccesso del 
numero delle variazioni di segno nella serie f(x), f t (x), f s (x),... 
f n (x) , quando x = et, sul numero delle variazioni di segno quan- 
do X — fi. 

Chiameremo l’intera serie f(x), /\(x), f t (x),...f n (x), le funzioni di 
Fourier. 

Nessun’alterazione può aver luogo nel segno di una qualunque 
delle funzioni di Fourier se non quando x passa per un valore che 
annulla la funzione. Avremo ora quattro casi a considerare. 

I. Supponiamo quando.# = c che f(x) svanisca e che f t (x) non 
svanisca. Si ponga c — h per x in cui h è una quantità positiva; al- 
lora h si può prendere cosi piccola che il segno di f(c — h) sia lo 
stesso di quello di —hf^e), ed il segno di f t {c — h ) lo stesso di quello 
di /^(c); si vegga l’Art. 14. Cosi se x—c—h ed h è presa sufficien- 
temente piccola, f(x) ed /",(#) hanno segni contrarii. 
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Similmente si può dimostrare che so x=c J rli ed li b presa sulli- 
cientemente piccola, f(x) ed f t (x) hanno lo stesso segno. 

Cosi quando x cresce passando per un valore c, che è una radice 
non ripetuta dell’equazione f(x)= 0, le funzioni di Fourier perdono 
tuia variazione di segno. 

II. Supponiamo quando x — c elio f(x) svanisca e che svaniscano 
anche le funzioni derivate f t (x), f^x),... sino ad f r _ t (x), mentre 
f r (x) non svanisce. Si ponga c — h pera; in cui h è una quantità po- 
sitiva; allora li si può prendere così piccola che i segni della serie 
di termini 

rifi- h) ,r x (c- h ) , r.ic-h), ... r^c - /«) , r T (c - /»> 

siano rispettivamente gli stessi che i segni della serie di termini 

(-W). (-h) r ~'fr(c), ( lì) r “~*f P (c) , . . . hf r (c ) , f r (c) ; 

si veggano gli Art. 10 e 14. Così se x—c — h ed h è presa sufficien- 
temente piccola, le prime r + 1 funzioni di Fourier presentano r va- 
riazioni di segno. 

Similmente si può dimostrare che se x — c -\-h od li b presa sufli- 
cientcmcnte piccola, le prime r -f- 1 funzioni di Fourier non presen- 
tano alcuna variazione di segno. 

Così quando x cresce passando per un valore c che è una radice 
dell’equazione f(x) =0 ripetuta r volte, le funzioni di Fourier per- 
dono r variazioni di segno. 

III. Supponiamo quando x =c che una delle funzioni derivate 
svanisca, ma nessuna delle due funzioni adiacenti; così 'svanisca' 
f r (x) quando x=c ma non svanisca f r ~ t (x) nò f T+i (x). Allora se li b 
presa sufficientemente piccola, quando x — c — li i segni dei tre ter- 
mini f T _ x (x), f T {x ) , f r+ì (x), sono rispettivamente gli stessi che i se- 
gni di f r _ v (c), -lif r+l (c}, f r +t( c )> 0 quando x—c+h i segni sono gli 
stessi che i segni di / r _,(c), hf r+t (c), f r+ì (c). Così se f r _ t (c) ed f r+ì (c) 
hanno lo stesso segnp, le funzioni di Fourier perdono due variazioni 
di segno quando x cresce passando per c, e se / r _,(c) ed l' r+ì (c) han- 
no segni contrarii lo funzioni di Fourier non guadagnano nò per- 
dono alcuna variazione di segno. 

IV. Supponiamo quando x—c che più funzioni derivate successi- 
ve svaniscano; por esempio, supponiamo quando x~c che le m 
funzioni f r (x) , f r+ì (x),. . -f r+m _ t (x) svaniscano , c che f r _t(.x) ed f r m (x) 
non svaniscano. Procedendo corno sopra, e supponendo presa h suf- 


A 
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ficicntemente piccola o positiva, otterremo i risultati seguenti ri- 
spetto agli in + 2 termini, f r _,(x), f r {x),...l r+m _,(x), f r+m (x). 

(1) Sia m pari. Se /' r _,(c) ed f r+m (c) hanno lo stesso segno, i ter-> 
mini presentano m variazioni di segno quando x=c—h, e nessuna 
variazione di segno quando x — c + li. Se f r _ ,(c) ed f r+m (c) hanno 
segni contrari i, i termini presentano m + 1 variazioni di segno 
quando x=c — h t ed una variazione di segno quando x=c+lt. Cosi 
in entrambi i casi le funzioni di Fouricr .perdono m variazioni di 
segno quando x cresce passando per c. 

(2) Sia in dispari. Se f T _ x (o) ed f r+m (c) hanno lo stesso segno i ter- 
mini presentano in-)- 1 variazioni di segno quando .r = c — li, e nes- 
suna variazione di segno quando x =c + /t. Così le funzioni di Fou- 
rier perdono ni + 1 variazioni di segno quando x cresce passando 
per c. Se f r _ t (c) ed f r+m (c) hanno segni contrarii, i termini presen- 
tano m variazioni di segno quando x — c — h, ed una variazione di 
segno quando x=c + h. Così le funzioni di Fourier perdono m— 1 
variazioni di segno quando x cresce passando per c. 

Cosi nell’insieme le funzioni di Fourier giammai guadagnano una 
variazione di segno, ma solo perdono una variazione di segno quan- 
do x cresce passando per una radice dell’equazione f{x) — 0\ e così 
il teorema è dimostrato. 

206. Si sarà osservato che la dimostrazione dell’Art. 205 ci dà 
qualche cosa di più dell’enunciato al quale per semplicità ci siamo 
limitati. Infatti apparisce che quando si ha un’alterazione nel nu- 
mero delle variazioni di segno delle funzioni di Fourier, eccetto nel 
caso quando la variabile crescendo passa per una radice dell’equa- 
zione data, si perde un numero puri di variazioni di segni. Cosi in 
complesso abbiamo il seguente risultato se sostituiamo successiva- 
mente un numero a ed un numero maggiore p nelle funzioni di 
Fourier. 

(1) Supponiamo che le funzioni di Fourier non perdano alcuna 
variazione di segno; allora nessuna radice dell’equazione data cado 
tra a c §. 

(2) Supponiamo che le funzioni di Fourier perdano un numero 
dispari di variazioni di segno; allora siamo certi che un numero di- 
spari di radici cade tra a c (3, ma non possiamo dire quale nu- 
mero dispari, eccetto quando si perde solamente una variazione di 
segno, ed allora siamo certi di una radice. 
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(3) Supponiamo che le funzioni di Fonrier perdano un numero 
pari di variazioni di segno; allora possiamo solamente conchiudere 
che o non vi è alcuna radico o pure vi è un numero pari di radici 
tra a e J5. 

207. Il vantaggio del teorema di Fonrier si è che esso può essero 
facilmente applicato, poiché le funzioni derivate successive di una 
data funzione si possono formare immediatamente. Lo svantaggio 
del teorema si é che esso può richiedere un numero quasi illimitato 
di tentativi. Poiché se due radici sono presso a poco eguali, si ri- 
chiederebbe una suddivisione molto minuta dell’intervallo nel quale 
si congettura che esse cadano, per distinguerle da due radici im- 
maginarie. Sarebbe necessario di applicare la pruova per le radici 
eguali prima d’incominciare il procedimento di Pourier, giacché al- 
trimenti un numero pari di radici ripetute potrebbe rimaner na- 
scosto. 

20S. Budan e Fonrier diedero tutti e due dei metodi per esami- 
nare più minutamente un intervallo dubbioso a line di scoprire se 
radici dell’equazione proposta fossero o no comprese in quell’inter- 
vallo. Ma non é necessario di spiegare questi metodi poiché il teo- 
rema di Sturai raggiunge lo scopo proposto con semplicità e cer- 
tezza. 

. 209. Si può dimostrare che la redola dei segni di Descartes è in- 
clusa nel teorema di Fourier. 

Supponiamo che f(x)—0 sia un’equazione completa. 

So poniamo r = 0 nelle funzioni di Fourier i segni sono gli stessi 
che i segni nell’espressione f(x) presi da dritta a sinistra; e se po- 
niamo x = co nelle funzioni di Fourier i segni sono tutti positivi. 
Quindi, pel teorema di Fourier, l’equazione f(x) = 0 non può avere 
più radici positive delle variazioni di segno in f(x). 

Se l’equazione proposta non è completa, possiamo supporre i ter- 
mini mancanti suppliti con coefficienti zero, e si possono assegnare 
a questi coefficienti dei segni tali che le funzioni di Fourier abbia- 
no lo stesso numero di variazioni di segno quando questi termini 
sòno contati che quando sono omessi. 

La parte della regola dei segni che si riferisce alle radici negative 
si può dedurre da quella parte di essa che si riferisce alle radici po- 
sitive; si vegga l’Art. 03. 
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210. Il teorema di Fourier includo anche la regola data da New- 
ton per trovare un limite superiore delle radici positive di un’équa- 
zione; si vegga l’Art. 94. Poiché se f(x) = () è l’equazione, il me- 
todo di Newton ci dirige a trovare h in modo che quando x=h le 
funzioni di Fourier siano tutte positive; ed allora pel teorema di 
Fourier nessuna radice dell’equazione proposta esiste tra x — li ed 
x= -j- cc . 


XVI. METODO DI APPROSSIMAZIONE 1)1 LAGRANGE. 


211. Abbiamo già mostrato come si possono trovare le radici 
commensurabili di un’equazione; considereremo ora il modo nel 
quale si possono calcolare i valori numerici approssimati delle ra- 
dici reali incommensurabili. 


Col teorema di Starni possiamo sempre determinare quante ra- 
dici sono comprese in un dato intervallo, e possiamo poi dividere 
quell’intervallo in intervalli minori nei quali le radici cadano sepa- 
ratamente. Supponiamo adunque di conoscere che un’equazione ab- 
bia una radice e solamente una tra due date quantità a e (3, e si voglia 
approssimare il valore di questa radice. Se sostituiamo per x in f(x) 
una quantità y intermedia tra acp, conosceremo dal segno di /'(f ) 
se la radice cade tra a e y o tra f e Supponiamo elio essa cada 
tra a e y; allora possiamo sostituire per x una quantità 6 che giace 
tra a e f. o conosceremo dal segno di f{o) se la radice cado tra a 
eòo tra S e y- Questo procedimento può essere continuato quanto 
si vuole, e ci possiamo approssimare tanto quanto ci piace al va- 
lore numerico della radice; poiché con ciascuna operazione possia- 
mo così dividere per metà l’ intervallo nel quale la radice devo 
cadere. 


L’operazione qui descritta sarobbe però molto laboriosa o sono 
stati proposti dei metodi per raggiungere il risultato richiesto, cal- 
colando meno. Esporremo in primo luogo il metodo di Lagrango. 


212. Sia f(x) = 0 un’equazione la quale si sappia avere una radi- 
ce, e solamente una, tra due interi positivi consecutivi a ed o + l. 


Si ponga x—a + -, e 
V 

zione proposta; così f 


si sostituisca questo valore di x ncll’oqua- 



=: 0. Se liberiamo quest’equazione 


dalle frazioni, otteniamo un’equazione in y dello stesso grado dell’e- 
quazione primitiva in x\ si dinoti tale equazione con y(y)—0. Que- 
st’equazione in y ha solamente una radice positiva, poiché l’equa- 
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zionc primitiva in x lia solamente una radico tra a ed a-f 1. Pos- 
siamo allora determinare gl’interi consecutivi tra i quali deve ca- 
dere il valore di y, sostituendo in c (y) successivamente i valori 
1, 2, 3, ... finché si ottengono due risultati consecutivi che sono 
di segni contrarii. Supponiamo trovato così che y cade tra b e è -f i . 

Si ponga y = b + i , e si sostituisca; così <? ^ + = 0. Quindi, 

come prima, otteniamo un’equazione in cui la quantità ignota lia 
solamente una radice positiva, e possiamo determinare gl’ interi 
consecutivi tra i quali deve cadere il valore di 3 ; siano questi c e 

1 

c+ 1. Allora si ponga 3 = c + - ; e così di seguito. 

w 

Cosi otterremo il valore richiesto di x con un grado qualunque 
di approssimazione sotto la forma di una frazione continua, cioè, 


x = a + - 


b+ 


c+-- 


213. Supponiamo ora che l’equazione f(x) = 0 abbia più di una 
radice tra gl’ interi a ed a + 1 . Col teorema di Sturm, o con qualche 
altro metodo per separare le radici, possiamo determinare per qual 
numero si debbano moltiplicare le radici dell’equazione che giac- 
ciono tra gli stessi due numeri consecutivi affinchè i prodotti giac- 
ciano tra interi consecutivi diversi. Si trasformi l’equazione in 
un’ultra le radici della quale siano quelle dell’equazione proposta 
moltiplicate pel numero così determinato; ed allora il metodo del- 
l’Articolo precedente può essere applicato all’equazione trasformata. 


0 pure possiamo adottare il metodo dell’Articolo precedente senza 
effettuare questa trasformazione. In questo caso l’equazione in y 
avrà più di una radico positiva 0 dobbiamo cercare il massimo in- 
tero in ciascuna radice, c quindi procedere al calcolo separato dei 
diversi valori risultanti di 3. Può accadere elio l’equazione in y ab- 
bia più radici tra alcuni interi consecutivi; allora l’ equazione in 5 
può essere adoperata per separarle, e si può continuare il calcolo 
di ciascuna radice; e così di seguito. 

214. Dall’equazione data/'($) = 0 deduciamo /’^a+-^=0, cioè, 
supponendo f (x) del grado n, 


,*i + i TO+ JrtS 


IH»), 1 /'"(O _ ... 

7>~\T 7 1 1F 
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si moltiplichi per y n od otteniamo 

y n f(a) + r («) + v n ~ l —■ + • • • + f -T^ = 0 . 

£ |n 

Così por formare l’ equazione in y dobbiamo calcolare i valori 
numerici f(a), f'(a), /'"(a),...; questi calcoli si possono eseguire 
nel modo spiegato nell’Art. 5; ma, come abbiamo detto nell’ Art. 11, 
il miglior metodo sarà spiegato in appresso nel Capitolo sul metodo 
di llorner. Una simile osservazione vale per tonnare l’equazio- 
ne in s. 

Riferendoci agli Art. 51 0 53, vediamo clic il metodo di appros- 
simazione di Lagrange può essere dichiarato così. Si supponga una 
radice di una data equazione giacere tra a ed o+l, si diminuiscano 
le radici dell’equazione di a, e si prenda l’ equazione reciproca. Si 
trovi una radice dell’ultima equazione la quale sia compresa tra 
gl’interi b o b + 1, si diminuiscano le radici di b, c si prenda l’e- 
quazione reciproca. Si trovi una radice dell’ultima equazione la 
quale sia compresa tra ccc+1, si diminuiscano le radici di c, e 
si prenda l’equazione reciproca. Si proceda in questo modo. Allora 
la frazione continua 


1 



è una radice dell’equazione primitiva. 

215. Esempio x* — 2a;— 5 = Oi 

Per l’Art. 108, quest’equazione ha solamente una radice reale, 
e per l’Art. 20, questa radice deve essere una quantità positiva; si 
troverà per tentativi che essa cade tra 2 e 3. 

Si ponga x=2 -f- ; allora 

/■(2) = 2 3 — 2 • 2 — 5 = — 1 , 
f\T>- 3 -2* -2 =10, 

!/■"(?)= 3-2 =6, 

e l’equazione in y è — y 3 + 10i/ s -f 6y-f- 1 = 0, cioè, 
i/* - liti/ 1 — Gy - 1 = 0, dicasi o(y) = 0. 
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Qui iy = 10 rende 9 (y) negativa, edi/=li rende 9(1/) positiva; 
quindi il valore richiesto di y deve cadere tra 10 ed 11. Si ponga 

y = 10 + -; allora 


9 ( 10 ) = 10 *- 10-102 — 6 • 1 0 — 1 = - 61 , 
9'(10)= 3- IO 2 - 20-10 - 6 = 94, 

1 9"(10) = 3-10-10 =20, 

e 1’ equazione in 3 è — 613*+ 9-Ì3 2 + 203 + 1 = 0, cioè, 


6i3*— 94z* — 20s— 1 =0, dicasi (p(z)=0; 

Qui 3 = 2 rende <{1(3) positiva, sicché il valore cercato di 3 devè 

Oli' | 

cadere tra 1 e 2. Si ponga 3 = 1 q — ; allora 
■ r-j r- ■ . . ■ , 

i|i( 1) = Gl • 1* - 94 • 1* - 20- 1 - 1 = - 54, 

t}/(l) = 1S3 • l 2 — 1 88 - 1 — 20 =- 25, 

-|^"(1)= 183-1 -94 =89, 

. f 

e l’equazione in u è — 54u 3 — 25u 2 + 89»+ 1 =0, cioè, 

54u* + 25u 2 — 89it— 1 =0. 

Questa equazione mostra che il valore di u deve Cadere tra 1 0 2; 
e possiamo- procedere come sopra. 


Quindi 


x = 2 d'- 


io + • 


1 + 


1 

1 -t-etc. 


Le frazioni convergenti corrispondenti a questa frazione conti- 
2 21 23 44 

.. Si veggano le Aggiunte, Cap. vm. La 


nua sono -, 1Q , n , 21 > 

44 

differenza tra— ed il valore della radice è minore di 


1 


21 


1' 


21 (21 + 11 ) ’ 


cioèi minore di — — . 

672 


Per un altro esempio! si prenda L’equazione x 3 — 7# + 7 = 0. Per 
P Art. 108 quest’equazione ha tutte le sue radici reali; e col teorc- 

17 
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ma di Sturai si può mostrare clic una radico cade tra 1 ed 1~, e 

t 

x 

che un’ altra radice cade tra 1| e 2. Quindi se poniamo x=— e for- 

miamo l’equazione in x' questa equazione avrà una radice tra 2 c 3, 

/ *'\» x' 

ed una radice fra 3 e 4. L’equazione in x è 1 — 1 —7— + 7 = 0, 
cioè, ir' 3 — 28;r' + 56=0. 

La radice che cade fra 2 e 3 si troverà essere 


2 +- 


1 +- 


1 


2 + etc. 

La radice che cade fra 3 e 4 si troverà essere 



oj 

1 + etc. 

Le radici dell’ equazione primitiva si otterranno prendendo la 
metà di ciascuno di questi valori. 

0 pure possiamo applicare il metodo di Lagran ge all’equazione pri- 
mitiva senza alcuna trasformazione preliminare. Si ponga x=i f-; 
cosi ^1+^y — +7 =0. Questa darà y 3 — 4y*4-3y + 1 =0, 

dicasi <f(y) =0. Qui 9 ( 1 ) ò positiva, 9 ( 2 ) ò negativa, c 9 ( 3 ) è po- 
sitiva; cosi un valore di y cado fra 1 e 2, e l’altro fra 2 e 3. Allora 

1 

possiamo porre y— 1 4 - - per continuare 1 ’ approssimazione della 
3 1 

prima radice, ed i/ = 2 -f- per continuare l’approssimazione della 
seconda radico. 

L’equazione x 3 — lx + 7 = 0 ha una radice negativa; possiamo 
trovarla mutando x in — x e calcolando la radice positiva dell’e- 
quazione risultante, cioè dell’equazione 

(— j ) 3 — 7 (— x) 4-7 = 0. 


O pure poiché la somma delle troradìci dell’equazione x 3 — 7 j?4 -7=0 
è zero, quando due delle radici sono calcolate approssimativamente 
la terza si può immediatamente trovare approssimativamente. 
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21G. So noi seguirò il metodo di Lagriingc giungiamo ad un’e- 
quazione che ha per una radico un intero, otteniamo come una ra- 
dice dell’equazione primitiva una frazione continua finita, cioè, ot- 
teniamo una radice frazionaria commensurabile. Ciò naturalmente 
non può accadere so abbiamo prima determinato tutto le radici com- 
mensurabili sì intere che frazionarie di un’equazione proposta, e 
tolto i corrispondenti fattori con la divisione. 

217. Può accadere che seguendo il metodo di Lagrange giungia- 
mo ad un’ equazione che ò identica con una di quelle che la prece- 
dono; in questo caso i quozienti della fraziono continua ricorrono, 
sicché la frazione continua è una fraziqne continua periodica ed il 
suo valore si può trovare risolvendo un’equazione quadratica; si 
veggano lo Aggiunte, Gap. ix. Le radici di quest’equazione quadra- 
tica conterranno un radicale quadratico, e tulle c due lo radici saran- 
no radici dell’ equazione proposta per l’ Art. 41. 


218. Daremo qui il procedimento generalo che ò stato dichiarato 
con esempio nell’Alt. 215 noi secondo modo di trattare l’equazione 
x 3 — lx+ 7 = 0. L’oggetto in vista, si è di applicare il metodo di 
approssimazione di Lagrange quando un’equazione proposta ha più 
di una radice fra interi consecutivi. Sia f(x) = 0 l’equazione propo- 
sta; si formino le funzioni ausiliario f t (x) , f t (x ) , fjx),... relative al 
teorema di Sturm, fermandosi quando se no ottiene una che è po- 
sitiva pertutt’i valori di x\ si vegga l’Art. 19‘J. Supponiamo che 
più radici dell’equazione proposta cadano tra gl’interi consecutivi 


a ed a + 1. Si ponga a + - per x nelle funzioni f(x), f,(x), fJx),..., 
V 


ed i risultati si dinotino rispettivamente con F(y), F t (y), F t (y), ... 
Se nell’ ultima serie di funzioni sostituiamo successivamente due 
numeri qualunque, come b c 6+1, la differenza dei numeri dello 
variazioni di segno nei due casi ci darà il numero delle radici dell’e- 
quazione F(y) — 0 che cadono tra b e b + I. Poiché i risultati che 
otteniamo sostituendo bc ò+l in f’(j/),F i (y),f’ 2 (j/),..., 80 no gli stessi 

di quelli che si otterrebbero sostituendo rispettivamente a + - ed 
1 h 
a + j — j nella serie f(x), f t (x), f^x), ...; e quindi la differenza dei 


numeri delle variazioni di segno deve essero eguale al numero delle 


radici dell’equazione f(x) = 0 che cadono tra o-f- ed o-i , 

b ti-fl 

cioè, al numero delle radici dell’equazione F(y) — 0 clic cadono tra 
b e b + 1 . 


Digitized by Google 



METODO DI APPROSSIMAZIONE DI NEWTON 


132 

Se quindi troviamo che più valori di y cadono tra gl’interi con- 
secutivi &efc + l, sostituiamo à-f^per y nella serie F(y), F t (ij), 

F 2 (y),...\ allora, dando successivamente a ; due valori interi con- 
secutivi c sostituendoli possiamo determinare se più valori di z ca- 
dono tra due interi consecutivi. 

Procediamo in questo modo finché otteniamo un’equazione che 
ha solamente una radice tra interi consecutivi; e dopo ciò non ab- 
biamo più bisogno di considerare le funzioni di Sturm ma conti- 
nuare il calcolo perqucsta particolare radice col metodo dell’ Art. 212. 

Cosi siamo al caso di separare le radici e possiamo calcolarle 
senza alcuna omissione. 

Siccome non si cerca di conoscere i valori, ma solamente i segni 
di F(y), F t (y), F 2 (y ) , . . . , possiamo in tutt’ i casi moltiplicare questo 
funzioni per tali potenze di y da liberarle da frazioni; poiché y si" 
suppone una quantità positiva, e quindi ogni potenza di y è positi- 
va. Così, per esempio, invece di F (y), cioè, 
possiamo adoperare 

y" r(a) + v n -'- /■'(«)+ H«) + — +rH«). 

- 12ì 

supponendo che f(x) sia di grado n. 


invece di 


i 'V+ì> 


XVII. METODO DI APPROSSIMAZIONE DI NEWTON 
CON LE AGGIUNTE DI FOURIER. 


219. Spiegheremo ora il metodo di Newton per approssimare il 
valore numerico di una radice di un’equazione. 

Sia f(x)— 0 un’equazione che ha una radice tra certi limiti a o 3 
la differenza dei quali è una piccola frazione; sia c una quantità tra 
a c p che si prende come una prima approssimazione della radice 
richiesta, e dinoti c-f /i il valore esatto della radice, sicché h è una 
piccola frazione che deve essere determinata. Cosi f(c-\-h)~ 0, cioè, 
per l’Art. 10, 

f («) + hf(c) +^-f"(e)+^f"{e)+...+~ f * (e) = 0. 

Ora poiché li si suppone essere una piccola frazione /t 2 , /(*,.•• saran- 


► 


Digitized by Google 



CON LE AGGIUNTE DI FOURIER. 


133 


no piccole in paragone di h\ se trascuriamo i quadrati e le potenze su- 
periori di h nell’equazione precedente otteniamo cosi 


/» = — 


m ' 


Supponendo allora che cosi otteniamo un’approssimazione del va- 

f(c) 

lore di h, abbiamo c — come una nuova approssimazione della 

I 

radice dell’equazione proposta. Si dinoti questa nuova approssima- 
zione con c,, ed allora procedendo come sopra otteniamo c, — j, ■ ' j 
come una nuova approssimazione; e cosi di seguito. 


Esamineremo ora più da vicino le condizioni che debbono aver 
luogo affinché questo metodo possa essere applicato con sicurezza, 
ft chiaro naturalmente che un tale esame é necessario, poiché il 
procedimento non é applicabile generalmente; infatti se /"(c) è pic- 
cola in paragone di f(c) il supposto valore approssimato di h non 
ò una piccola frazione come dovrebbe essere. 


220. Come un esempio del metodo di Newton prenderemo l’e- 
quazione stessa che fu scelta da Newton, cioè, ir 3 — 2:r — 5 = 0, di- 
casi f(i)z=0. Qui .r=2 rendo f(x) negativa, ed x=3 rende f(x) po- 
sitiva, sicché una radice dell’equazione f{x) = 0 cade fra 2 e 3. 
Ancora, a 1 = 2-’ rende f(x) positiva, sicché la radice cade tra 2 e 2{; 
anche x— 2 '2 rende f(x) positiva; cosi la radice non può differire 
da 2 - l per più di •!. Supponiamo quindi c = 2*1; allora 


•061 


■=2-l 


C, " C f(c) C 3c* — 2 21 11-23' 

presso a poco; cosi c ( = 2 - 0916 presso a poco. 


•OOal 


Quindi per una nuova approssimazione abbiamo 

f(c t ) 


f(c t ) 


-c, — ‘0000 1852 presso a poco =2 - 0 ( J 1551 18 presso a poco. 


221. Questo procedimento è molto semplice in teoria e non diffi- 
cile in pratica; ma non ò di sicuro successo a meno che non si pren- 
dano alcune precauzioni che andiamo ora a spiegare. Infatti sup- 
poniamo che c sia un valore approssimato della radice , e elio 
f (c) . - 

c,=c — — - , non siamo sicuri senza ulteriore investigazione che 

c, sia più di c vicino al vero valore della radice. Nell’esempio prc- 
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cedente noi prima accertammo che vi era una radice fra 2 e 2*2; 
allora prendemmo 2*1 come una prima approssimazione e dedu- 
cemmo 2*0946 come una nuova approssimazione. Ma non siamo 
sicuri per ora che 2*0946 sia più vicino alla radice di 2*2; se però 
poniamo 2*1 per x troviamo che f( x) ù positiva, e cosi la radice ri- 
chiesta deve cadere fra 2 e 2*1, ed ora sappiamo che 2*0946 è più 
vicino di 2*2 a questa radice. Ma neanche ora conosciamo se 2*0946 
sia più vicino alla radice di 2*1. Se poniamo 2*09'i6 in f(x) trovia- 
mo che f(x) è positiva, e ciò mostra che la radico cade fra 2*0916 
e 2; cosi 2*0946 è più vicino alla radice di 2*1. 

222. Fourier ha dato una regola con la quale siamo esenti dal 
fastidio di tali esami ripetuti come abbiamo mostrato nell’Articolo 
precedente*, questa regola garontisco il successo dol metodo di New- 
ton quando sono soddisfatte alcune condizioni. Il supplemento di 
Fourier al metodo di Newton dipende da una proprietà della prima 
funzione derivata di una data funzione, che ora dimostreremo. 


223. Siano a e b due quantità qualunque, vi è una certa quan- 
tità X intermedia tra a e b, tale che 

f<P)-f(a)=(b-aTCk). 


Infatti dinoti F(x) f (x)—f(a) — j/’(6) — *, allora F(x) svani- 

sce quando x = a ed anche quando x = b. Quindi per l’Art. 102 
F equazione F' ( x ) = 0 deve avere una radice fra a c b. Kd 

F'(x)—l'(x) — — - — ; quindi una certa quantità X intermedia tra 

6 ~ “ f(b) - f(a) , 

a e b deve esistere, tale clic f(k) — =0 ; onde 

f{b) - fta) = (b-a) /•'(X), 


224. Supponiamo che b sia maggiore di a\ allora f(b) è algebri- 
camente maggiore, o minore di f(a) secondo che /'(X) è positiva o 
negativa. Se f'(x) ò positiva tra x = a ed x—b, allora ( '(X ) è neces- 
sariamente positiva, e se f'(x) è negativa tra x—a ed x—b, allora 
f'Q.) ò necessariamente negativa. 

Quindi abbiamo il seguente risultato*, se f'(x) ò costantemente 
positiva in un intervallo qualunque, f(x) cresce con x in quell in- 
tervallo, e se f'(x) è costantemente negativa, f(x) decresce al cre- 
scere di x in quell'intervallo. Col crescere o decrescere di f{x) in- 
tendiamo crescere o decrescere algebrico. Possiamo però stabilire 
il nostro risultato così; se f (x) ritiene lo stesso segno in un dato 
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intervallo, allora al crescere di x in quell’intervallo f(x) cresce nu- 
mericamente quando ha lo stesso segno di f'(x), e decresce numeri- 
camente quando ha il segno contrario. 


225. Enuncieremo e dimostreremo ora la regola di Fourier. Sia 
f{x) — 0 un’equazione che ha una radice c solamente una tra a e (3; 
e supponiamo che l’equazione f\ x)—() non abbia alcuna radice tra 
a e [3, ed anche che l’equazione /"(a) non abbia alcuna radice tra 
a e allora il metodo di approssimazione di Newton riuscirà cer- 
tamente se s’incomincia e si continua da quel limite pel quale f(x) 
od f"( x) hanno lo stesso segno. 


Segue dalle nostre supposizioni che f(x) cambia segno una volta 
e solamente una volta tra a e £3, e clic f'(x) ed f"(x) non cambiano 
segno tra a e J3. Supporremo che ^ — a sia positiva. 

(1) Supponiamo che f(x) ed f"(x) abbiano lo stesso segno quando 
x — o.. Si prenda a per prima approssimazione; allora la seconda ap- 

f( n \ 

prossimazione di Newton è a — - — . Dinoti a + h il vero valore 

/W 

della radice; allora f(a-\-.h) =0. Ora per l’Art. 223, noi abbiamo 

f(a) 

f<a-‘rh)-f y a)=hf'(l), in cuiX cade tra a ed a+ft; così h—— -r-, ed il 


A'a) 


/W 


vero valore della radice è a . Dobbiamo quindi dimostrare 

m rw 

che a— - — è più di a vicina al vero valore della radice. Poiché h è 

/«*) 

una quantità necessariamente positiva, f(a) ed f'Q<) sono di segni 
contrarii, ed f(a) é dello stesso segno di f'( a), e quindi f’(k) ed f'( a) 
sono di segni contrarii. Quindi f'(x) decresce numericamente al cre- 
scere di x tra a e per l’Art. 224, sicché f'(k) è numericamente 

ftrt\ 

minore di quindi — — è una quantità positiva che è nume- 

I i®) IX&) 

ricamente minore della quantità positiva Ciò mostra che la 

•seconda approssimazione di Newton è più vicina al vero valore 
della radice in paragone della prima approssimazione. 

fi fx ) 

Sia a, = a — —, — ; allora /'(a *) ed f (OL t ) hanno lo stesso segno, e 
l’approssimazione può essere continuata da a,. 

(2) Supponiamo che f(x) ed f"(x) abbiano lo stesso segno quando 
Si prenda [3 per prima approssimazione, allora la seconda ap- 
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prossimazionc di Newton ò 3 — Dinoti il vero valore del- 

a?) 

la radice; allora /'(3-f/i)=0. Ora, per l’Art. 223, noi abbiamo 

f(S) 

/!$+/<) — f($)=hf(k), in cui). cade traf3e£+/i;così Dobbia- 

f(2i') 1 tà) 

mo quindi dimostrare che £3 — y, ‘ r - sia più di $ vicina al vero valore 

della radice. Poiché li é necessariamente una quantità negativa, fi$) 
ed f(k) sono dello stesso segno, ed f($) è dello stesso segno di 
e quindi f'(k) ed f"Q) sono dello stesso segno. Quindi f'(-r) 
cresce numericamente al crescere di x tra a e per l’Art. 224; 

fi 

sicché f(k) è numericamente minore di fi$). Quindi è una 

/ tp> 

quantità positiva che ò numericamente minore della quantità posi- 

fig) 

ti va -A-. Ciò mostra che la seconda approssimazione di Newton è 

fO>) 

più vicina al vero valore della radice in paragone della prima ap- 
prossimazione. 

Sia = ^ — 44- \ allora f($ t ) ed f "($ ,) hanno lo stesso segno, e 

f tp) 

l'approssimazione può essere continuata da 

226. L’Articolo precedente mostra che le condizioni date da Fou- 
rier sono sufficienti per assicurare la riuscita del metodo di appros- 
simazione di Newton. Quando queste condizioni sono soddisfatte, 
e l’approssimazione è incominciata e continuata da quel limite pel 
quale f(x) ed f'\x) hanno lo stesso segno, otteniamo una successio- 
ne di valori, i quali continuamente si avvicinano al vero valore 
della radice crescendo o diminuendo, secondo che il limite dal 
quale partiamo è minore o maggiore del vero valore della radice. 
Dimostreremo ora brevemente che le condizioni di Fourier sono 
necessarie. 

Se partiamo con un supposto valore c, la seconda approssimazione 

f(c ) 

di Newton lo corregge aggiungendo — yy ■ , mentre il vero valore 

fi 

della radice si otterrebbe aggiungendo — — r- . Quindi la penna- 

f W 

nenza di segno di f'(x) è necessaria per essere sicuri che f'(c) ed 
f(K) abbiano lo stesso segno; se queste quantità non hanno lo 
stesso segno la correzione ili Newton non ha il segno conveniente, 
e la seconda approssimazione di Newton è più lontana dal vero va- 
lore della radice in paragone della prima approssimazione. 
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La permanenza di segno di f"(x) è necessaria per assicurare clic 
f'(k) sia numericamente minore di f'{c). Se ciò non ha luogo la 
correzione di Newton ò numericamente maggiore della vera corre- 
zione, e cosi, supponendo che la correzione abbia il segno conve- 
niente, il vero valore della radice cade tra la prima e la seconda ap- 
prossimazione di Newton. In questo caso la seconda approssima- 
zione di Newton può essere più vicina al vero valore della radice 
in paragone della prima approssimazione, ma non è cosi necessa- 
riamente. 

227. Nell’esempio dell’ Art. 220, si può dimostrare che l’equa- 
zione f(x) = 0 ha solamente una radice fra 2 e 2 • 1 , e che le equa- 
zioni f'(x) = 0 ed f"{x) — 0 non hanno radici tra questi limiti; inol- 
tre f(x) ed f"{x) sono entrambe positive quando x = 2 ■ 1. Quindi 
1’ approssimazione Newtoniana riuscirà certamente se essa s’inco- 
mincia e si continua dal limite 2-1. 

Per un altro esempio si prenda l’equazione x 3 —lx+ 7 = 0, di- 
casi f(x) = 0. Si può mostrare con la pruovache l’equazione ha una 
radice tra 1 • 3 ed 1 • 4 ; le equazioni f'(x) — 0 ed f"(x) = 0, non hanno 
radici tra questi limiti; inoltre f(x) ed f"(x) sono entrambe positive 
quando x= 1 *3. Quindi l’approssimazione Newtoniana riuscirà cer- 
tamente se essa s’incomincia e si continua dal limite l -3. 


228. Mostreremo ora in qual modo si può valutare la rapidità 
dell’approssimazione. Supponiamo che c sia il valore approssimato 
della radice che si è ottenuto in un punto qualunque del procedi- 
le) 

mento; allora il vero valore della radice è c ~ 777-7, sicché il valore 

f(c) ' W 

numerico dell’errore in questo punto è c h° indicheremo con 

f(c) 

r. 11 valore approssimato seguente sarà c — -7-— , ed ora il valore 

f ( c ) 

*«■» m 


numerico dell’errore è 


/'(X) r'(c) ’ ■ f\c) 

l’Art. 223, abbiamo f'(c) — f'(\) = (a — Xj/'"(p.), in cui p. cade trac 

> . ., r(c— X)f"([i) 

e X; così 1 errore e 


f(c) 


Ora X cade tra c ed il vero valore 


della radice, sicché c — X è minore di r; quindi l’errore è minore 

r*f"W 


di 


f'(c) 


. Il massimo valore che può prendere f"(x) tra i limiti 


considerati si divida per il minimo valore che può prendere f'(x), 
c si dinoti il quoziente con 7; allora l’errore é « fortiorì minore di qr *. 

18 
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Per esempio, nell’Art. 220, la radice cade tra 2 e 2-1. Così per 
trovare q dividiamo il valore di 6x quando x = 2-l pel valore di 
3x 2 — 2 quando x = 2; quindi <7=1 -26; e siccome q è presso a poco 
l’unità, il numero dei posti decimali esatti nell’approssimazione 
sarà prossimamente raddoppiato ad ogni passo. 

229. Lo studente che conosce gli elementi dell’ applicazione del 
Calcolo Differenziale alla teoria delle curve, troverà facile di illu- 
strare geometricamente la regola di Fouricr per guidare l’ approssi- 
mazione di Newton. 

Supponiamo che PQR sia una parte della curva determinata dal- 
l’equazione y = f(.r). Allora possiamo supporre di conoscere OM ed 
ON, e di cercare il valore di OQ\ cioè, corchiamo di conoscere il 
punto in cui la curva taglia l’asse. 

Al punto P ò chiaro che f(x) ò negativa se Oy b la direzione po- 
sitiva dell’asse delle y\ ed f"(x) ò anche negativa in P, poiché la 
curva in ? è convessa verso l’asse delle x. Si tiri la tangente PT\ 

fi Gl) 

sia OM=a, allora MT = — — -, come si sa dal Calcolo Differen- 

I (a) 

ziale; sicché, partendo da M l’ approssimazione Newtoniana procede 
verso T. E siccome T cade tra Me Q è chiaro che il metodo riesce 
' in questo caso, e che l’approssimazione può essere continuata da T. 


f 



/P 

/' 

/' 

7 

i 

Nel punto R abbiamo f(x) positiva ed f"(r) negativa. Si tiri la 
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tangente flS; allora, partendo da N l’ approssimazione Newtoniana 
procede verso S, ed S ed N sono in parti opposte di Q. Di più non 
vi è sicurezza clie QS sia minore di QN, e non vi è sicurezza che 
l’approssimazione possa essere continuata da S. Cosi l’approssima- 
zione non si può incominciare con sicurezza da N. 

Lo studente può illustrare Facilmente con figure la condizione 
che f'(x) ed f"(x) debbano ritenere il segno inalterato tra i limiti 
che si considerano. 


Se però, in un esempio, sappiamo che NS ù minore di NM possia- 
mo partire da N, poiché il punto S cadrà allora tra Q ed M, e l’ap- 
prossimazione può essere continuata da S. 


f (g) 

Sia allora possiamo partire da N se è minore di ^ a 

Messenger of Mathcmalics, Voi. ni. pag. 40. 


XVIII. METODO DI 1I0RNEK. 


230. Spiegheremo ora il metodo per approssimare il valore nu- 
merico di una radice di un’equazione che fu inventato dal fu Sig. r 
Hornor. 

Per l’istoria di questa parte del soggetto rimandiamo ad una me- 
moria del Prof. De Morgan nel Companion lo thè Ahnanac pel 1839. 

Sia f( r)=0 un’equazione qualunque; allora f(a + x) — 0 è un’e- 
quazione le radici della quale sono minori di a di quelle della pri- 
ma equazione. L’equazione f(a+x)=0 diviene quando si sviluppa. 


f(a) + xf (a) + x 


1-2 




11 


li* 


Ora la parte essenziale del metodo di Hornor consiste in un pro- 
cedimento col quale i coefficienti dell’ultima equazione si possono 
sistematicamente ed economicamente calcolare; abbiamo già osser- 
vato che un tale procedimento sarà utile; si veggano gli Art. 1 1 e 211. 


231. Si supponga, per esempio, che 

f ( t ) = .l.r 5 4- II. c* 4 Cx* Vx- )- Ex ■ /•'; 
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allora /'(a) = Aa 5 + Da* 4- Ca 3 + Da' 1 + Ea f E, 

[' (a) — 5. la* + 'i Da 3 3Ca 2 + 2 Da -f E, 

i ("(a) - iOAa 3 + 6 2?a 2 + 3<7a +■ D, 

JL f" (a) _ lu.la 2 + Mìa + C, 

^f""(a) = ÒAa + D, 

!/•'""(«) = A. 

(1) Possiamo calcolare f(a) nel modo spiegato nell’ Art. 5, cosi; 

A -A, 

Aa + 11 = P diciamo, 

Pu -4- C — ,4« 2 + Ita -{ C — Q diciamo, 

(Ja + D — /la 3 + Da 2 4- Ca -f l) — lì diciamo, 

Ita + E = Aa* -f- Da 3 + Ca * + Da 4- E = S diciamo, 

Sa + F = .la 3 + Da * + Va 3 + Da’ 1 + Ea + F — f(a). 

Qui ciascuna linea si ottiene moltiplicando la linea precedente 
por a, ed aggiungendo successivamente i termini li, C, 1>, E, F. 

(2) Possiamo ora calcolare f'(a) nello stesso modo come si ò cal- 
colato f(a), adoperando A, P, Q, D, S nello stesso modo come sono 
state adoperate A, D, C, D, E; 

A = A, 

Aa + P = 2 Aa 4- il — T diciamo, 

Ta -f Q = 3Aa* + 2 Da + C = L’ diciamo, 

Uà 4- D — 4 Aa 3 + 3ZJa 2 4- 2 Ca + D = V diciamo, 
la 4- S = 5 A a* 4- 4 Da 3 + 3 Ca* 4- 2 Da 4- E = f(a). 

(3) Possiamo ora calcolare \f"(a) nello stesso modo come sono 
state calcolate f(a) ed f'(a), adoperando A, 7’, U, l T ; 

A -A, 

Aa 4- T— 3Aa 4 -Il — VV T diciamo, 

I Va + V — 6Aa* 4- 3 Da 4 - C — X diciamo, 

Xa 4- V = IOAa* 4- 6Zta* 4- 3f« + D- ’/"(«)> 
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(4) Possiamo ora calcolare (a) nello stesso modo, adope- 

L± 

rando A, U’, I; 

A -A, 

.la + IV = 4 Aa + D — Y diciamo, 

Ya + X = 10.1 a 2 + Mìa + C = ~f'"(a). 

Lì 

(5) Possiamo ora calcolare f""(a) nello stesso modo, adope- 
rando A ed }'; 

A =d, 

Aa + Y = 5.4a + B = 

(6) Finalmente, A=X-f""'(a). 

Lì 

Il procedimento precedente può essere disposto conveniente- 
mente cosi; 

C D 


A 


B 


Aa 

Pa 

Qa 

~F 

~Q 

~R~ 

Aa 

' Ta 

Uà 

~T 

1 T 

~ 

A a 

Wa 

X a 

~W 

~T 

ìrw 

Aa 

Ya 


T 

k r{a) 


A a 







E 

Ba 

~S~ 

Fa 

rW) 


F 

Sa 

m 


La quantità sotto ogni linea orizzontale si ottiene aggiungendo le 
due quantità immediatamente sopra la linea.. 

Abbiamo cosi mostrato il procedimento di Ilorner per formare i 
coelìicienti dell’equazione f(a-\-F )~ 0 quando l’equazione ò del 
quinto grado; dimostreremo in seguito che questo procedimento è 


Digitized by Google 



142 


METODO DI HORNER. 


applicabile qualunque sia il grado dell’ equazione. Daremo una illu- 
strazione numerica del procedimento e quindi spiegheremo l’uso 
del procedimento nell’ approssimare la radice di un’equazione. 

Per un’illustrazione numerica si supponga a = 2 ed 


- 

f (*) = 3*® — 

* 3 + 4,z 2 -f 5j - 

- 8 . 


0 

- 1 

4* ^ 

+ 5 

- 8 

6 

12 

22 

52 

114 

ir 

~T7 

~26 

57 

Tuo 

6 

24 

70 

192 


12 

35 

~96 

249 


6 

36 

142 



18 

H 

238 



6 

48 




24 

fi 

TTi) 




U 

3U 






Così f { 2 + *) = 3j,s + 30** + 1 1 9* 3 + 238** + 249* +106. 

232. Supponiamo, per esempio, di avere un’equazione con una 
radice compresa fra 300 e 400; si formi una seconda equazione le 
radici della quale siano minori di quelle della prima equazione di 
300, sicché la seconda equazione ha una radice compresa tra 0 e 300. 
Per tentativi si trovi il massimo multiplo di 10 che è contenuto in 
questa radice; supponiamo che esso sia 70; si formi una terza equa- 
zione le radici della quale siano minori di quelle della seconda 
equazione di 70, sicché Interza equazione ha una radice fraO e 10. 
Per tentativi si trovi il massimo intero che è contenuta in questa 
radice; supponiamo che esso sia 2; si formi una quarta equazione 
le radici della quale siano minori di quelle della terza equazione di 
2, sicché la quarta equazione ha una radice compresa fra 0 ed 1. 
Per tentativi si trovi il massimo numero di decimi che é contenuto 
in questa radice; supponiamo che esso sia 8 decimi; si formi una 
quinta equazione le radici della quale siano minori di quelle della 
quarta equazione di - 8, sicché la quinta equazione ha una radice 
compresa fra 0 ed • !. Per tentativi si trovi il massimo numero di 
centesimi che é contenuto in questa radice; supponiamo che esso 
sia 7 centesimi. 

Ora supponiamo clic - 07 sia esattamente una radice della quinta 
equazione; ne segue che 37 2*87 è esattamente una radice della pri- 
ma equazione. 
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Supponiamo in secondo luogo che -07 non sia esattamente una 
radice della quinta equazione; allora ne segue che esisto un’equa- 
zione le radici della quale sono minori di quello della prima equa- 
zione di 372-87', e che ha una radice compresa fra 0 ed *01. Così 
la prima equazione ha una radice che ò compresa fra 372*87 e 
372-88. 

Così vediamo come con una serie di operazioni del genere di 
quelle date nell’ Art. 231, o giungiamo all’esatto valore della radice 
di un’equazione, o pure possiamo approssimarci ad esso tanto quanto 
ci piace. 


233. Nell’Articolo precedente abbiamo stabilito che alcuni nu- 
meri debbono trovarsi per tentativi ; mostreremo ora che possiamo 
facilmente regolarci in questi tentativi. Sia l’equazione 

proposta, e supponiamo che con una o più operazioni si sia dedotta 
l’equazione che ha le sue radici minori di quelle dell’equazione prò* 
posta di c, cioè, supponiamo di aver formato l’equazione f(c+x)—Q, 
e supponiamo che quost’ultima equazione abbia una piccola radice. 
Allora c ò un valore approssimato di una radice dell’equazione pri- 

f( c ) 

mitiva; quindi pel Capitolo precedente c — ~ sarà in generale 

f ( c ) , f( c ) . 

una più vicina approssimazione a quella radice. Così — e un 

valore approssimato del numero di cui abbiamo bisogno per conti* 
nuare l’operazione. 


234. Esempio. Sia f(.r) = 2x 3 — 4 7 3 jc* — 234x— 711. Si troverà per 
tentativi che /\200) è negativa e f( 300) è positiva, sicché l’equa- 
zione /"(.?) — 0 ha una radice fra 200 e 300. Procediamo a diminuire 
le radici di 200. 


- 473 

- 234 

-711 (200 

400 

- 14600 

- 2966800 

-73 

- 14834 

- 2967511 


400 

65400 

327 

50560 

400 


727 



Quindi l’equazione che ha le sue radici minori di quelle di fx)=~ 0 
di 200 è 2**f727x*H-5056&r— 296751 1-0; sicché f(200)= -296751 1 
ed f' (200) = 50566. 
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. ft* 00) 

Quindi — - , ■ — è più di 50. Procediamo allora a diminuire le 
radici dell’equazione ora data di 50. 


2 

727 

50566 

- 2967511 (50 


100 

41350 

4395800 


827 

91916 

1628289 


Troviamo cosi che 50 è un numero troppo grande, poiché abbia- 
mo /"(250) =1628289 quantità positiva, mentre f (200) è negativa; 
sicché la radice elio andiamo corcando è minore di 250. Infatti, 
guidandoci nel modo spiegato nell’ Art. 233 siamo esposti a scegliere 
per tentativo un numero troppo grande, specialmente nel principio 
dell’ operazione; un simile errore si commette alle volte nel pro- 
cedimento ordinario dell’estrazione della radice quadrata di un 
numero. 

Tentiamo adunque 40. 


2 727 

50566 

-2967511 (40 

80 

32280 

3313840 

807 

82846 ‘ 

346329 

Cosi 40 è anche troppo grande, poiché f( 240) è posit 

Tentiamo quindi 30. 



2 727 

50566 

- 2967511 (30 

00 

23610 

2225280 

787 

74176 

- 712231 

60 

25410 


847 

99586 


60 



907 




Cosi f (230) =— 742231 quantità negativa, sicché 30 è il giusto 
numero. 

Quindi l’equazione che ha le sue radici minori di quelle di /'( jf)= 0 
di 230 ò 2x* + 907a- I +99580ir— 74223 1=0. 


Qui fi* 30) = 99580 sicché 


f (230) 
"/■'( 230 ) 


= 7 approssimativamente. 
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Procediamo allora a diminuire le radici dell’equazione ora da- 
ta di 7. 


2 

907 

9958(1 

- 742231 (7 


14 

Gl 47 

742231 


921 

106033 

0 


Ciò mostra che /" (237) = 0; sicché 237 ò una radice dell’equazio- 
ne primitiva. 

L’intera operazione è usualmente esibita così; 


- 473 

- 234 

-711 

400 

- 1 4600 

- 2966800 

-73 

- 14834 

- 2967511* 

400 

65400 

2225280 

327 

50566* 

-742231f 

400 

23610 

742231 


727* 

74176 

60 

25410 

787 

99586f 

60 

6447 

847 

406033 

60 


907-1- 


14 


921 



Qui il segno * indica dóve termina la prima parte dell’operazio- 
ne, ed il segno ^ indica dóve termina la séconda parte dell’ope- 
razione. 

235. Prenderemo ora un esempio di un’equazione che non ha 
alcuna radice commensurabile. &iaf(x)=x 3 — 3.r* — ìx + 5. Si tro- 
verà per tentativo che /\3) è negativa ed f(h) è positiva, sicché 
l’equazione f(x) — 0 ha una radice fra 3 e 4. Ciò che segue sarà 
l’operazione per approssimare questa radice sino a tre cifre de- 
cimali. 

10 
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1 - 3 

3 

IT 

3 

IT 

3 

“G 5 

•1 

ITT 

t 

~6 : 2 

•1 

G • 3-^* 
•02 
"T32 
•02 
ITU 
•02 

6-3GÌ 

•008 

WS 

•008 

11370 

•008 

0-384 


_ 2 
0 

— T" 

9 

•61 
7 - G i 
•62 
8-23-7- 
•12G4 
8-3564 
•1208 

8-48325 
•0500 44 
8*534144 
•051008 
8-585152 


5 (3-128 
- 6 
- 7 * 

•761 

- -239f 
■•107128 

- '071872J 
.008273152 

- -003398848 


Qui per trovare la seconda cifra della radice abbiamo — « , 

sicché -1 è il più prossimo numero che si deve tentare; per trovare 
■ ' .< — -239 

la terza cifra della radice abbiamo -——2-, sicché -02 è il più 

prossimo numero che si deve tentare; per t rovare la quarta cifra (Jolla 

radice abbiamo — — — - -, sicché -008 è il più prossimo numero 

H 4uìj v 

che si deve tentare. In tutti questi casi il numero suggerito si trova 
essere corretto. 


236. Come itn altro esempio prendiamo l’equazione data nell’Ar- 
ticolo precedente, ed approssimiamo la radice che essa ha fra 1 e 2. 
L’operazione è usualmente esibita cosi; 
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- 3 

_ o 

5 (1-2016 

1 

-2 

- 4 

-i 

n 

10D0* 

1 

- 1 

- 992 

- 1 

- 500* 

8000000f 

1 

4 

- 4879399 

oò* 

- 496 

3 12060 1000* 

9 

8 

- 2927OG09O4 

0 

— 4880000 f 

193540096 

2 

601 


ir 

- 4879399 


>) 

602 


600-j* 

- 487879700 1 

• 


1 

36216 

col 

1 

- 487843484 
36252 

«02 

1 

- 487807232 

Co3o* 

« 


6036 

0 


«042 

g 


6048 



La differenza tra questa disposizione e quella nell’ Art. 235-nasce 
dal fatto che si è solito in pratica di omettere i punti decimali, ap- 
punto come essi si omettono nel procedimento per estrarre le radici 
quadrate dei numeri con approssimazione. La seguente regola Ti- 
spetto alla parte decimale della radice sarà sufficiente. Quando tutto 
le cifre intere della radice sono state trovate e deve incominciare 
a comparire la parte decimale della radice, si aggiunga uno zero a 
dritta della prima colonna in cui si opera, due zeri a dritta della 
seconda colonna, tre zeri a dritta della terza colonna, e cosi di se- 
guito so vi sono più di tre colonne: indi si proceda completamente 
nell’operazione come se la nuova cifra della radice fosse un numero 
intoro. Indi si aggiungano zeri come prima. 

Si sarà osservato che dopo il 2 nella radice la cifra seguente 
considerata come un intero sarebbe data approssimativamente 
8000 

da , c questa è minore dell’unità; cosi si pone uno zero 

— •looUO 


Digitized by Google 



METODO DI HOKNEK. 


148 

nella radice ed aggiungiamo un altro zero alla prima colonna in cui 
si opera, duo di più alla seconda colonna, c tre di più alla terza, 
e procediamo come prima. Gli zeri serviranno a distinguerei di- 
versi passi dell’ operazione, sicché i segni * •}■ J possono essere 
omessi. 

È chiaro che in tutti gli esempi precedenti la prima colonna po- 
teva essere abbreviata eseguendo a memoria le facili operazioni 
che debbono farsi, e scrivendo solamente i risultati, ma abbiamo 
stimato di esibire il tutto por essere più chiaro allo studente. 

237. Dopo che un certo numero di cifre della radice è stato tro- 
vato correttamente, un numero addizionale si può ottenere con 
un’operazione abbreviata. Daremo un esempio di ciò calcolando la 
radice positiva dell’equazione a ,3 -l- 3-r 1 — — 5 = 0. Eseguiremo 

prima l’operazione per disteso sino a che siano state determinate 
cinque cifre decimali della radice. 

13 - 2 - 5 (1-33005 

l 4 2 


4 

5 

- 3000 

1 

5 

2007 

jf 

Tuli 

- 33300(1 

1 

189 

332337 

Od 

889 , 

- 663000000000 

3 

198 

564352475125 

03 

10870(1 

- 98647524875 


3 

2079 

00 

110779 

3 

2088 

690 

1 12867000000, 

•> 

«3 

3495025 

093 

1 12870495025 

3 

3495050 

690 

112873990075 


O 


09UU0O 


099005 


009010 

5 

099015 
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La regola per abbreviare l’operazione è la seguente; si cancellino 
ad ogni passo una cifra dalla dritta della penultima colonna, due 
cifre dalla dritta dell’ antipenultima colonna, e così di seguito. 

Riprenderemo ora l’esempia considerato ed applicheremo questo 
procedimento abbreviato. 

1 G99015 112873990075 

55921 
11287454929 
55921 

11287510850* 

489 

1128751574 
489 

1128752063+ 


112875208 
2 

112875210 

Al punto in cui terminava l’operazione per disteso si suggerisco 8 
per la cifra seguente; allora trascuriamo 5 in fine della penultima 
colonna, e 15 in fine dell’antipenultima colonna. 11 primo passo 
nel proseguire l’operazione si é di moltiplicare 6990 per 8, e porre 
il prodotto nella colonna seguente; il prodotto si considera essere 
55921, poiché immaginiamo 69901 moltiplicato per 8 e cancellata 
l’ ultima cifra, e così 55921 è più vicino di 55920 al vero valore. 
Quindi aggiungiamo 55921 ad 11287399007; prendiamo 9 per la 
cifra al posto delle unità nella somma avuto riguardo al 5 che si 
trascura. 11 segno * indica dove termina il primo stadio dell’opera- 
zione abbreviata. Ora si cancelli lo 0 in fine della seconda colonna 
e 90 in fine della prima colonna, sicché la prima colonna è ridotta 
a 69. La cifra seguente della radico ò 7, e questo stadio dell’opera- 
zione termina dove si è messo il segno ■^. Si cancelli 3 in fine della 
seconda colonna e G9 in fine della prima colonna. La prima colonna 
cosi sparisce, ma esercita ancora una leggiera influenza poiché la 
cifra seguente nella radice é 3, e quando 69 si moltiplica per 3 e 
si trascurano due cifre rimane un 2. 

Sono rimaste ora solamente due colonne; il resto dcH'oporazione 
coincide col procedimento ordinario della divisione abbreviala, ed 
esso darà altre otto cifre di più nella radice. 


- 98647524875 (1-33005873 
90299639432 
- 8347885443* 

7901261018 

- 446624 i25f 
338625624 

- 1117998801 
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11287521,0 

- 107998801 
101587689 

1128752,1 

-6411112 

5G437C1 

112875,2 . 

— 7G7351 
677251 

11287,5 

- 90100 
79013 

1128,7 

- 11087 
10158 

112,8 

- 929 
902 

11 , ‘2 

- 27 
22 

1,1 

— 5 


(i '3300587395679825 


Possiamo essere sicuri dell’ approssimazione presso a poco sina 
all’ultima cifra. Poiché se l’intera operazione fosse eseguita per 
disteso, l’ultima colonna presenterebbe un maggior numero di ci- 
fre a dritta di quelle qui esibite, ma quelle che sono qui esibite 
riterrebbero i loro posti senza alterazione eccetto forse il cambia- 
mento in alcune lineo dell’ ultima cifra per un’altra differente da 
essa per l’ unità. 


238. La radice trovata nell’Articolo precedente è il valore nume- 
rico della radice negativa dell’equazione a 3 — 3#*— 2.r-t-5=0. Quindi 
la somma delle radici trovate negli Art. 235 o 23G dovrebbe supe- 
rare la radice trovata nell’Art. 237 di 3; poiché la somma delle tre 
radici dell’equazione con i loro proprii segni é 3. Ciò si troverà 
valere approssimativamente; e lo studente si può esercitare a cal- 
colare i valori approssimati delle due radici positive con maggior 
numero di cifro decimali di quello che abbiamo dato, per verificare 
più esattamente il legame tra la somma di quelle due radici e la 
radice calcolata nell’ Art. 237. 


239. Varii suggerimenti sono stati indicati allo scopo di dimi- 
nuire il lavoro nell’uso del metodo di Ilorner. Rispetto a tali sug- 
gerimenti possiamo citare le osservazioni seguenti che si riferiscono 
ad uno di essi, « Ma considerando che il procedimento è tale che 
nessuno lo eseguirà molto spesso, dubitiamo se si debba racco- 
mandare questa abbreviazione. Tutte questo semplificazioni ten- 
dono a far perdere di vista al calcolatore l’uniformità del metodo 
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elio si manifesta nell’insieme; ed abbiamo sempre trovato che esse 
contribuiscono piuttosto a far dimenticare il metodo che ad abbre- 
viarlo » Peni ty Cyclopxdia, articolo Involti lion. 

240. Nell’ Art. 231 si disse che avremmo dimostrato come il me- 
todo di Ilorner per formare l’equazione l'(a -f x) = 0 è generalmente 
vero. Considereremo ora questo punto. 

Sia f (x) — p 0 x n + p t x"~ ' +/V" -*+••. +V n -ì x + P n < 

si ponga y + a per x, e supponiamo che f(.r) diventi allora 

<t 0 y n + + tfs!/""* + • • • + <ln- 1 ?/.+ 9«; 

dobbiamo dimostrare che <7„. 7„_|.---9|> <7o s * trovano correttamente 
col procedimento di Ilorner. È chiaro che q 0 — p 0 . Poiché y=x — a 
le espressioni seguenti sono identicamente eguali, 

P v t” + p i x n ~* + i ) I .T n -*+ . . . +p„_ t x +p n , 
c q 0 (x- a) n + q i (a? - a ) n ~‘ + q t (x- a)"~* (x - o) + q n . 

Quindi q n è il resto che si troverebbe dividendo f(r) por x — a\ 
inoltre il quoziente che nasce da questa divisione deve essere iden- 
ticamente eguale a 

•lo ( x - «)" + 9i (r - + ( lt ( x ~ a ) n_J + ••• + '?«-!• 

Quindi ancora è il resto che si troverebbe dividendo l’ulti- 
ma espressione perx — o; inoltre il quoziente che nasce da questa 
divisione deve essere identicamente eguale a 

• lo (•” - «)"~ 2 +?,(*- a )" -3 + Vi - «)“ -4 + • • ■ + '/„_»• 

Quindi ancora q n _ t è il resto che si troverebbe dividendo l’ultima 
espressione per x — a; inoltre il quoziente che nasce da questa di- 
visione deve essere identicamente eguale a 

•lo ( x ~ a ) n ~ S + 9i (* ~ «)" -4 + <7* (* - a)” -5 + • • • + 9„_ 3 ; 
e così di seguito. 

Cosi q n , q n _ ,, q n _ v < 7 „_ 3 , ... sono i successivi resti che s’incon- 
trano nel dividere, prima /'(. r) per .r— a, quindi il quoziente per 
x — a, quindi il nuovo quoziente por x — o; e così di seguito. E ve- 
diamo per gli Art. 5, 7, e 9 che il procedimento di Ilorner deter- 
mina questi resti successivi. 
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241. Abbiamo così discusso sufficicntómCntó il soggetto dei va- 
lori approssimati delle radici reali delle equazioni. Non si conosce 
ancora alcun metodo facile in pratica per calcolare le rodici imma- 
ginarie delle equazioni; ma teoreticamente questo si può far dipen- 
dere da quello che è stato già dato. Infatti supponiamo che a+W— 4 
sia una radice immaginaria di un’ equazione f (x) = 0; allora poiché 
la parte reale e la parte immaginaria di f(a + b\ ! —i) debbono sva- 
nire separatamente, otteniamo due risultati, che possiamo dinotare 
con f-Oe 0 = 0, come nell’ Art. 41. Qui P e Q saranno funzioni 
di a e b, e se eliminiamo a et dalle equazioni P = 0 e 0=0, otte- 
niamo una sola equazione con una sola quantità ignota; e cerchia- 
mo i valori reali di questa quantità ignota. Quindi possiamo deter- 
minare le radici immaginarie di una data equazione se possiamo 
formare una certa altra equazione e determinare lo sue radici reali. 
Mostreremo in seguito in qual modo formare l’equazione elio risulta 
dall’ eliminare una fra due quantità ignote da due date equazioni. 

Spiegheremo nel Capitolo xxi un altro metodo che è stato usato 
per calcolare le radici immaginarie dello equazioni. Lo studente 
può anche consultare il saggio del D. r Rutherford sulla Complete 
Solution of Numerical Kqualiom. 


XIX. FL'N'ZION'I SIMMETRICHE DELLE RADICI. 

242. lina funzione di due o più quantità si dice essere una fun- 
zione simmetrica di quelle quantità se la funzione non ò alterata 
quando si scambiano tra loro due qualunque delle quantità. 

Così, per esempio, a i + b i +c ì é una funzione simmetrica delle 
tre quantità a, b, c; tale ancora ò ab + bc + ca\ poiché ciascuna di 
queste funzioni non ò alterata quando scambiamo tra loro « e b, o 
a e c, o b e- c. 

243. I coefficienti di un' equazione sono funzioni simmetriche deile 
radici dell' equazione. 

Infatti per l’ Art. 45, se l’equazione è ...=0, 

abbiamo 

— p, = alla somma delle radici, 

p t = alla somma dei prodotti delle radici prese a due la volta, 
e così di seguito; ed è manifesto che le funzioni delle radici che 
qui si hanno sono funzioni simmetriche. 
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L’oggetto di questo Capitolo si è di mostrare che ogni funzione 
simmetrica razionale dello radici di un’equazione può essere espres- 
sa per mezzo dei coefficienti di quell’ equazione. Incominceremo 
col dimostrare il teorema di Newton per le somme delle potenze 
delle radici di un’equazione. 

244. Dinoti f(x) x n + p 2 :r n- * 4 . . ■ + p n , e dinotino 

a, b, c, d, ... le radici dell’equazione f(x) = 0. 

Sia S t = a 4 b + e 4 d 4 . . . 

S t = a* + 6* + c 1 -j- <f* 4- • • • , 

S 3 = a* 4 fc* + c* 4 d s 4 . . . , 

e così di seguito; cosi 5, è la somma delle radici, S 2 ò la somma 
dei quadrati delle radici, S 3 ò la somma dei cubi delle radici, ed in 
generale S m ò la somma delle potenze »n me delle radici. 

Per l’Art. 74 abbiamo 


f'( X )= r(X) ■ fiX) ' f(l) 


4 


+ 


x — a x — b x—c 


4 ... 


Le divisioni indicate nel secondo membro di questa identità pos- 
sono essere eseguite esattamente per l’Art. 7; ed abbiamo 

— x n ~* 4 (o 4p,) a»"* 4 (a 1 4 JY» 4 P t ) x n ~ s 4 . . . 

x — a 

4- ( a m + p t a m ~ t +p ì a m ~ ì 4 ... 4 pj x n ~ m ~ i + . . . ; 

.... m m 

e simili espressioni si hanno per 

x — b x — c 

Addizionando quindi otteniamo 

f'(x) = ntf n-1 4 (S, 4 np t ) x n ~ * 4 {S t 4P, 5, 4 np 2 ) a ^* -3 4 . • • 

+ ( S m +Pi S m-t + Pì S m -* + ••• + n Pm) 4 • • • 

Inoltre f (.r) 4 (n — 1 ) p,.r n ~ 2 4 (n — 2) p 2 z n_3 -)-... 

20 
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Si eguaglino i coefficienti delle stesse potenzi di .r nell’identità; 
COSI 

S|+«Pi = («- 1 )Pi o S, + jj, = 0, 
Sì+P i S i +np 1 =(n—2)p t o S t +p,S, + 2p t =tì, 
e generalmente 

S m+Pt S m - 1 +Pì S m-ì f — i 

0 + Pi S m-ì +P* S n-t + • • ■ + Pm-\ S i + m Pm = 0 • 

In questo risultalo generale m si suppone essere minore di n. 

Per mezzo del risultato generale possiamo esprimere la somma 
delle «i mc potenze delle radici per mezzo dei coefficienti e delle 
somme delle potenze inferiori delle radici; e cosi con operazioni 
ripetute possiamo esprimere la somma delle potenze m mc delle ra- 
dici per mezzo dei coefficienti solamente. 

Supponiamo in secondo luogo che m non sia limitato ad essere 
minore din. Si moltiplichi la data equazione f(x) = 0 per x m ~ n \ 
cosi x m ~ n f(x) =0, cioè, 

x m + p t x m ~ t -f + ... l x m ~ A — 0. 

Si sostituiscano pera 1 successivamente a, b,c , ... c si aggiungano 

1 risultati; così 

S m+Pl S m-i +Pì S m-ì + ••• +Pn S m-n~ 

Con questo teorema possiamo esprimere la somma delle potenze 
m m(! delle radici di un’equazione per mezzo dei coefficienti e» delle 
somme delle potenze inferiori delle radici quando m non è minore 
di n; e così con operazioni ripetute possiamo esprimere la somma 
delle potenze '<n me delle radici per mezzo dei coefficienti. 

Il metodo seguente è molto conveniente in pratica. Abbiamo 


/■'(*) 


m 

X — a 


, n*) , m 

.X — lì X — c 
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quindi 


j/'V) 

f(x) x — a ‘ x — b ' x — c 


XXX 

+ — — : + 


=o-r + o-r+o-r+- 


S, 5, S, 

= «+-! + -! + -| + ... 


Cosi, so attualmente dividiamo xf(x) per f(x), i coefficienti dei 
termini in ordine saranno n, S t , S t , ... , 


245. Per trovare la somma delle potenze negative delle radici 

dell’equazione f(x)=0, possiamo porre - por a; e trovare la somma 

delle potenze positive corrispondenti delle radici dell’equazione tra- 
sformata in y. 

0 pure possiamo fare successivamente ni eguale ad n — 1, n—2, 
n — 3, ... nel risultato dell’Articolo precedente; e cosi ottenoro suc- 
cessivamente S_ t , S_ S_ 3 , ... 

246. Il problema generale di trovare il valore di una funzione 
simmetrica razionale qualunque di certe quantità si può ridurre al 
problema di trovare il valore di alcune funzioni semplici, come ora 
mostreremo. 

Una funziono simmetrica razionale qualunque che non é intera 
sarà il quoziente di una funzione simmetrica razionale intera per 
un’altra; sicché è necessario di considerare solamente lo funzioni 
intere. Una funziono simmetrica razionale intera qualunque che 
non è omogenea sarà la somma di due o più funzioni simmetriche 
razionali intero che sono omogenee; sicché è necessario conside- 
rare solamente lo funzioni omogenee. Una funzione omogenea può 
consistere di diverse parti in cui benché la somma degli esponenti 
rimanga la stessa, gli esponenti stessi siano diversi; in. tal caso la 
funzione omogenea è la somma di due o più funzioni omogeneo 
dello stesso grado in cui gli esponenti sono gli stessi per tutti i 
termini. 

Segue da ciò che basta considerare solamente tali funzioni sim- 
metriche razionali che siano intere ed omogenee, od in cui gli espo- 
nenti siano gli stessi por tutti i termini. 
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247. Dinotino a, b, c, il, ... le radici di una data equazione. 


Per l’Art. 244 possiamo esprimere per mezzo dei coefficienti il 
valore di 


a *+b m +c n + d m +... 


Questa l'unzione si può dire essere del primo ordine, poiché cia- 
scun termine contiene solamente una delle radici. 

Una funzione si può dire essere del secondo ordine quando cia- 
scun termine contiene due delle radici, come 

a m b p -f a m c p + b m c p + ... 

Qui bisogna formare ogni permutazione delle radici prese due 
per volta, e porre l’esponente m sulla prima radice e p sulla se- 
conda. Dinoteremo questa funzione con Za"‘b p , essendo essa la 
somma di tutt’i termini che si possono formare come a ,n b p . 

Una funziono si può dire essere del terzo ordine quando ogni ter- 
mine contiene tre delle radici, come 

+ a m c>>d1 + a m b p dt + ... 

Qui bisogna formare ogni permutazione delle radici prese tre 
per volta, e porre l’esponente in sulla prima radice, p sulla secon- 
da, e q sulla terza. Dinoteremo questa funzione con Zà m b p c <l , es- 
sendo essa la somma di tutti i termini che si possono formare co- 
me a m b v c q . 

Similmente possiamo avere funzioni del quarto ordine e di ordini 
superiori, e possiamo usare una simile notazione per rappresentarle . 

Poiché abbiamo mostrato in qual modo esprimere le funzioni di- 
notate da S m per mezzo dei coefficienti di un’ equazione sarà suffi- 
ciente di mostrare come una qualunque delle funzioni che dobbia- 
mo considerare può essere espressa per mezzo di funzioni come S m . 

248. Trovare il valore della funzione simmetrica del secondo ordine 
2a m bP. 

Abbiamo S m — a m -f b m + c m + ... , 

S p - a p +b p + c p + .... 
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Con la moltiplicazione otteniamo 

S m S p ~ am+P + bm+P + cm+P +••• 

+ a m b p -j- a m c p -f b m aP + . . . ; 
cioè, S m S p = S m+p + Za m b<\ 

e quindi Za m b p = 5,„S p - S m+p . 

Ciò suppone che m e p siano disuguali. Se supponiamo p eguale 
ad m i termini in Ia m ò p diventano eguali a duo a due, sicché que- 
sta somma può essere espressa così, 2 2 (a 6 ) w ; e quindi 

2£ (ab) m = S t m — S tm . 

249. Trovare il valore della funzione simmetrica del terzo ordine 
2 a“bPcfl. 

Abbiamo Za m b p =a m b p +b m c p +a m c p + . . . , 

S ? =a?+&?+c»+... 

Con la moltiplicazione otteniamo 

Sla m b p =a^1) p +b m ^c p +c m ^à p +... 

+a m b p+ 1+b m c p+, i+c m a p+ 1+.-. 

+a m b p c1+... 

1 termini nel secondo membro formano tre gruppi, che nella nostra 
notazione sono dinotati da 2 a OT+9 & p , Za p+<l b’“ ,Za m b p c' ì \ cosi 


S q Za m b p =Za m - ¥q b p +Za p ^b m +Za m b p c'>. 


Si sostituiscano per Za m b p , Za m+I, b p , e Za p+<ì b m i loro valori per 
l’ Art. 248, ed otteniamo 

Za m b p c1 = S m S p S q ~ S m + p S q - S m+q S p - V, S m+2‘Wv 

Abbiamo supposto m, p, q tutti disuguali. Supponiamo, però, 
che m=p; allora, come nell’ Art. 248, abbiamo 

2 Z(ab) m c* = S* m S q - S* m S q -2S m+q S m + 2S ìm+q . 

Se m—p — 7 la somma %a m b p c' 1 si riduce a 2-32(a6c) m ; cosi 


SZ(abc) m =S* m -3S ìn S m + ÌS 


J 3m- 
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11 metodo di questo Articolo e del precedente può essere conti- 
nuato indefinitamente, e cosi una funzione di un ordine qualunque 
come !a"‘& p e può essere espressa per mezzo dei coeffi- 

cienti. Quindi per l’Art. 24G, l’oggetto proposto nel presente Capi- 
tolo può essere raggiunto. 


250. Abbiamo mostrato come la funzione dinotata da S m può es- 
sere espressa per mezzo dei coefficienti; e così naturalmente si può 
esprimere nello stesso modo la somma di un numero qualunque di 
funzioni come S m . 11 metodo seguente, però, sarà generalmente 
più vantaggioso in tal caso. Se cp(z-) dinota una funzione razionale 
intera dia 1 , si cerca di esprimere per mezzo dei coefficienti la som- 
ma <p(a) + <?(ò)+<?(c)+... 


Abbiamo 


Of)_ J. _L,_L + 

f (x) x—a x — b x—c 


quindi 


_ <?(*) , <?(-r) , ?(-r) , 

— — — -| — 1 — - H r 

f(x) x—a x — b x — c 


?(*)-*(«) , - c(b) 9(.r% — «p (c) 

i : 1 \ 

x—a x—b x—c 


?(«) , ?(&) , ?( c > 

1 T 4 

x — a x—b x—c 


In questa identità le parti intere e le parti frazionarie saranno eguali 

. , . . * o(x) — c (a) 

separatamente; inoltre espressioni tali come - 1 — sono intere 

x a 

per l’Art. 7. Si divida per /‘(a:), l’operazione essendo spinta 

finché il resto sia una funzione intera di x di grado inferiore ad 
f(x)\ sia fì questo resto. Allora considerando le parti frazionarie 
dell’ identità abbiamo 


JL _ ?(£). , + 9 (f) 4 

l\x) x—a T x—l>~x—c 
Si moltiplichi; allora 

fì = x n ~* jc(a) + <p(ò)-}-<f(c) +... | 

+ termini contenenti potenze di x inferiori ad x”~ ì 
Cosi cf(«) f %(b) 4- <f( r ) + ••• è eguale al coefficiente di a" -1 in 11. 
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'251. Como un esempio dello formule ili questo Capitolo suppo- 
niamo che si vogliano trovare le somme delle potenze delle radici 
dell’equazione 

■t*— x 3 — l.r 2 + T-f 6 — 0. 

S t -- Pl ^ì, 

S i =-p,S t -2p ì =1+14-15, 

— ~P ( -^2 1*2^ i — 15-f- I — 3 = 19, 

S *=-J»1‘V Pi s t-ViS t -ip t = 19+105- 1-24= 99, 
s s--Pt s i -PtS i -p i S t -p i S t = 99+133-15- 6=211, 

S G=-P.^-i , r 5 *-;vVl>t5 s =21H-C93-19-90=795, 
e cosi di seguito. 

1 

Si ponga - per x nell’ equazione data; allora 

y 

l/* + p2/ 3 -py 2 -p2/ + J = 0. 
b 6 6 6 

Cosi per le somme delle potenze negative delle radici dell’equa- 
zione primitiva abbiamo 



e così di seguito. 

Questi risultati possono essere verificati facilmente, essendosi 
formata l’equazione primitiva in modo da avere per sue radici 
-2,-1,- 1,3. 

Ancora, supponiamo che si vogliano i valori di 5,, S t , S 3 ed S t 
nell’equazione biquadratica 

x* + pii 3 + qx 2 + rx + s — 0. 

S t +p=0, onde S t = —p, 

S t +pS t + 2q=z0, ondo S t =p* — 2<?i 

S 3 +pS t + qS l + 3r = 0, onde S 3 ~ — p(p J — ìq) +pq— 3r 

=—p 3 -\-3pq — 3r t 

S i + l>S 3 +qS ì + rS t + 4.5 = 0, 

onde S t — — p(—p 3 + 3pq — 3r) — q(p*— 2q) + rp — 4s 

= p* — 4 p 3 q + 4 rp + 2 <?* — 4s; 
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Come un altro esempio, dinotino a, p, y, S le quattro radici 
dell’ equazione Liquadratica x* + px 3 + qa? + rx+ j=0 ; 

sia i4 = -( a p+Yo), B = |(«T + P 5 )> C=^(aÒ + gv) ; 

e si voglia trovare il valoro delle seguenti funzioni simmetriche 
delle radici dell’ equazione biquadratica, 


(1) A+B+C, 

(2) AB+BC+CA, 

(3) ABC. 

(1) A+B+C—^(oi$ + a.y + a5 + $y + £5 -1- yò) = | , 

(2) AB+BC+ CA = J (a^y + tt*Y° + ...)= ^ -a 2 pY 
= i(5 l *5 4 -5 i *-25 1 S s +25*)-, pel metodo dell’ Art. 249. 

O 


Allora possono sostituirsi i valori di 5,, S t , S s ed S t che sono stati 

1 

già trovati, ed il valore di - sarà conosciuto. 0 pure possia- 

mo procedere cosi, 




Ed a^8 = s, e 2^ — 4, per l’ Art. 48; 

1 

quindi AB + BC + CA= -■ (pr — 4s). 

4 

(3) AIÌC=\ (a 3 §-)fS+ . . .+a^V+- • ■) = 7 . Ia s ^2+^ Sa 1 ^ 1 . 

o 00 


I valori di questo due funzioni simmetriche si possono trovare di- 
rettamente con i metodi di questo Capitolo; 0 pure possiamo ab- 
breviare questi metodi così, 

Za 3 $yò = a%y51. 0 } = s (p* — 2 q), 

2«W - - y'). 
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"poiché per trovare 2 ^ dobbiamo solamente ottenére la somma dei 
quadrati delle radici dell’equazione in y che si forma scrivendo- 

y 

per x. 

Cosi ABC = - (r* +i>*5 — 4 qs). 


I valori delle funzioni di A, B, C che sono stati trovati possono 
essere verificati; poiché A,B,C, per l’Art. 189, sono le radici dell’e- 
quazione cubica in m nell’ Art. 188. 


XX. APPLICAZIONI DELLE FUNZIONI SIMMETRICHE. 


252. Nel presente Capitolo daremo due applicazioni della teoria 
delle funzioni simmetriche delle radici di un’equazione; la prima 
applicazione consisterà nel formare l’equazione che ha per sue ra- 
dici i quadrati delle differenze delle radici di una data equazione, 
c la seconda applicazione dimostrerà, un teorema importante sull’e- 
liminazione. 

253. Formare l'equazione che ha per sue radici i quadrali delle dif- 
ferenze delle radici di una data equazione. 

Supponiamo che l’equazione data sia dell’ n mo grado, e si dinoti- 
no le sue radici con a, b, c. ... Allora le radici dell’equazione ri- 
chiesta saranno (a-6) 2 , {a— c) 1 , ... (6— c) 1 , il numero di queste 

è lo stesso del numero delle combinazioni di n cose prese duo per 
1 

Volta, cioè, -n(n— 1); e questò numero dinoterà quindi il grado 
’ 1 

dell’equazione richiesta. Si ponga m p6r-n(n— 1), o supponia- 
mo che l’equazione richiesta sia dinotata da 

z m +q i x m ~ , +q t x m ~ i +. . .+q ro =0. 

Inoltre dinoti s r la somma delle potenze delle radici r me di que- 
sta equazione. Dobbiamo determinare solamente s,, s t , ... s m , ed 
allora i coefficienti dell’equazione richiesta si troveranno successi- 
vamente con le formolo dell’ Art. 244, cioè, s,-t-g,=:0, s t +q t s t +'2q t — 0, 
e cosi di seguito. 

21 
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Sia qj(.x*)=(a? — a)* r + (x— b) 2T +(x— c) ir -)-. . . , 

allora 2 s,.= 9 (a)+<?( 6 )+<?(c)-!-... 

Ora dinotino 5,, 5,, S 3 , ... le somme delle potenze delle radici ■ 
dell’ equazione data; così 

2r(2r-l) 

<f(x)-=nx ir —2rS t ; S i x^-...+nS ir . 

1 1 z 


Si pongano per x successivamente a, b, c , ... e si addizioni; così 

2r(2r— 1) 

2s r =nS lr — 2rS,S 2r _,+ — S i S ir _ i -...+nS tr . 


I termini nel secondo membro che sono ad eguali distanze dal 
primo o dall’ultimo termine sono eguali; quindi riordinando e di- 
videndo per 2 otteniamo 


2r(2r— 1) 

s r —iiS ir 2rS,.S' 2r _, -| - - ^ì^ìr—i ' 


X t 2r(2r-l)..-(r+l). 


•+q(~ *) 


il 


!i5Ì> 

lofi 


• . nim •JJIOIN 

Ora S,,S 2 ,... possono essere espresse per mezzo dei coefficienti 
dell’equazione data; co3Ì si può trovare s r , e quindi finalmente si 
troveranno i coefficienti dell’ equazione richiesta. 


254. L’ultimo termine dell’equazione richiesta, cioè quello dino- 
tato da q m nell’Articolo precedente, si può calcolare in altro modo. 
Si dinoti l’equazione data con f(x) = 0, sicchò 

f(x)=(x—a)(x—b)(x — c ) ... 

Allora f(x) = (x—b)(x—c)... +(x-a)(x-c) 
così f'(a) = (a— b)(a— c ) ..., 

f'(b)=(b-a)(b-c)... 

Quindi q M =f'(a)f'(b)f’(c ) ... 

Ora siano a, |3, 7 ,... le radici dell’equazione f’ (x) = 0 ; allora 
f (x) - n {x - a) (x - £) (x - 7 ) . . . ; 
quindi f'(a)f'(b)f'(c)... 

= n"(fl-a) (a- £) (a - f) ... (/j — a)(ò — £) ...(e — a)... 
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Ma (a— a)(ò-a)(c-a) ... = (— \) n f(OL)..., 

(a -g)(M>(«- ...±=(- i) B /•(?)-. 

' o così di seguito; 

cosi l'(a)f'(.b)f'(c) ...=n"(- l)"<"-*Y(a)/-(p)/Xf). . . 

=«”/W(?) /•(?)-. 

poiché (— 1 = 1 . 

Ora ('()•■■ è una funzione simmetrica delle radici dell’e- 

quazione derivata f'(x)=-G, e può per conseguenza essere calcolata. 

255. Ncll’Art. 109 abbiamo spiegato un uso che si può fare dell’e- 
quazione che ha per radici i quadrati delle differenze delle radici 
di un’equazione proposta; vale a dire, possiamo determinare così 
la situazione delle radici reali dell’equazione proposta. Ma il teore- 
ma di Sturili raggiunge ora questo scopo più prontamente. Nondi- 
meno l’equazione che ha per sue radici i quadrati delle differenze 
delle radici di un’equazione proposta darà alle volto, col solo guar- 
darla, informazione rispetto al numero delle radici immaginarie 
dell’ equazione proposta; poiché ò chiaro che se questa nuova equa- 
zione può avere radici negative l’equazione proposta deve avere ra- 
dici immaginarie ; e se la nuova equazione non ha radici negative 
l’equazione proposta non ha radici immaginarie. Inoltre se la nuova 
equazione ha radici immaginarie l’equazione proposta deve avere 
radici immaginarie; però se la nuova equazione non ha radici im- 
maginarie non ne seguirà che l’equazione proposta non abbia di 
tali radici. Per esempio, l’equazione proposta potrebbe essere un’e- 
quazione biquadratica con le radici — 1 o V— 1; inquesto' 

caso la nuova equazione avrebbe solamente radici reali negativo. 

Sarà conveniente di dare il prodotto dei quadrati delle differenze 
delle radici nelle equazioni algebriche del secondo, terzo; e quarto 
grado. 

(1) «a* + 2àr+c= I). 

,, , , 4 (à 2 — oc) 

Il prodotto è - . 

a 1 

(2) x 3 +px 2 + qx + r=0. 

Per l’ Art . 60 il prodotto é 

- ~ j Cfo» - 9pq+Vlr)*+i (3 g- V *f j. 
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Se l’equazione è 


questo diviene 


ax z + 3 bx* -f- 3cr + d — 0 , 

■ ^j(2à 3 - 3o6c +a s d) ! + 4 (ac - 6 2 ) 3 1, 


o più simmetricamente 

27( ) 

- — |(ad - àc) 2 - 4 (à 2 -«c) (c*-M)|. 

(3) x l + qx i + rx + s = 0. 

Per l’Art. 187 il prodotto è 

* » 

(a*-^)*(? 2 -T*)*(T s -a 2 )*. 

» 

in mi a 2 , £ 2 , v2 sono le radici di una certa cubica. 

Quindi il prodotto è 

— ^|(27p*— 72r/s+?g 3 )*— 4(g 2 + 12i)*|. 

Se l’equazione fi 

ax*+ 46i* 3 +0ca. 2 + 4dir-^e=0, 
questo diviene per l’Art. 187, 

— — |(rtc— 4M + 3c 2 ) 3 — 27 (aft 2 +efc 2 +c 5 — ace— 2&cti)*|. 

250. Mostreremo ora come eliminare da due equazioni conte- 
nenti due quantità incognite unadello quantità incognite, per mezzo 
della teoria delle funzioni simmetriche. 

Siano le equazioni 

Vy' +PÌ*’" -1 +p t x’ B -*+...+p w = 0, 
e <i 0 x n + qy~ A + r/ 2 J;"~ 2 + . . . + q , = 0. 

1 coefficienti p 0 , p 2 , ... , iy 0 , q,, </ 2 ,... si suppongono funzioni 

razionali intere di una quantità ;/, ed x si deve eliminare. 
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Supponiamo che dalla prima di questo equazioni si possano tro- 
vare i valori di x espressi in y. siano questi valori dinotati da 
a,b,c, ... Sostituendoli nella seconda equazione, ottoniamo »» equa- 
zioni per determinare y, cioè 

q n a n + 9 , 0 “-' + q ì a n ~ t + ... + q n =(), 

q u b n + + </ 2 è" -s + ... + 7„= 0 , 

'Vo c “ + + SV 7 * -2 + ... + q„ - 0, 


sicché tutt’i valori ammissibili di y sono contenuti tra le radici di 
queste equazioni. E viceversa ogni radice di una di queste equa- 
zioni è un valore ammissibile di y. Infatti supponiamo, per esem- 
pio, che la prima di queste equazioni abbia una radice p, e suppo- 
niamo che quando si pone (3 per y in a il valore sia a - , allora x=a, 
y=$ soddisfaranno alle due equazioni primitive. Poiché questi va- 
lori evidentemente soddisfano la seconda equazione; o la prima 
equazione ò soddisfatta da x=a, qualunque sia y, ed ò perciò sod- 
disfatta quando prendiamo x — a e diamo ad y in a il valore p. Se- 
gue da ciò che moltiplicando insieme i primi membri delle prece- 
denti equazioni in y ed eguagliando il prodotto a zero otteniamo 
l’equazione finale in y. Ora questo prodotto non si altera scambian- 
do tra loro due qualunque delle quantità o, b, c, , sicché il pro- 
dotto è una funzione simmetrica di queste quantità, ed il suo valore 
si può esprimere perciò con i coefficienti p 0 , p,, p v ... della prima 
equazione. Così otterremo finalmente un’equazione razionale in- 
tera in y, e questa equazione ha per sue radici tutt’i valori ammis- 
sibili di y e non altri. 

257. Per un esempio particolare, supponiamo che la prima equa- 
zione sia una cubica in x, e la seconda una quadratica in a;, sicché 
dobbiamo eliminare x dallo equazioni 

Po^ + Pì^+lhx+Ps- 0 ’ 0 «,>**+ 01 *+ 0 * = ®' 

in cui-i coefficienti si suppongono fnnzioni di y. Qui con la nota- 
zione dell’ Articolo precedente abbiamo 

(q l} a2 +q l a+q ì )(q u b ì +q l b+q. l )(q ( f-+q l c+q ì )=0 < cioè, 

q ì *+q t s abc+q 0 :s a‘ 1 b ì c ì +q 0 ì q ì la ì b i +q Q i q x ~a' l b 2 c+q t ' l q t Zab 

- < 1 1 q i i '£a+q o qt'Za i +q o q ì ,l Za i bc+q o q t q t 'Za i b—0 . 
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Inoltre abe = — — , « 2 & l c* , 

Po Po* 

I «*fc* = «W S-L =?£(?£_ 5&Y 

«* Po' W Ps / 

Sa*6*c— abcLab=— — 2aà = — , 

Po Po* 

2a=— — , 2a* - ^- s 

Po Po* Po 

2a*&c=al - c2a=^-^? , 

Po* 

'La 1 b=abc'L~z=i— — 2 ) , per l’ Art. 48. 

& Po 'P 0 P 5 ' 

E sostituendo questi valori otterremo l'equazione che risulta Ual- 
l’ eliminazione di ir. 

268. Se eliminiamo una quantità ignota Ira due equazioni dei gradi 
m cil n rispettivamente, il grado dell’ equazione risultante non ecce- 
derà mn. 

Siano le equazioni 

p,* w +Pi^ -, +p,**“»+ +P». = °> 

q 0 x n + q + <7 2 t” _2 + + q H = 0 ; 

i coefficienti in queste equazioni si suppongono essere funzioni di 
y. Inoltre si suppone ora che la somma degli esponenti di x e di y 
nello stesso termine non sia mai maggiore di in nella prima equa- 
zione, e nò mai maggiore di n nella seconda equazione; sicché j>- 
e < 7 p possono essere del grado p in y, ma non di grado superiore. 
Ora supponiamo che x sia eliminata col metodo dell’ Art. 257; il 
primo membro dell' equazione finale in y consiste allora di una se- 
rie di termini, ciascuno dei quali è il prodotto di m fattori, ed ò 
della forma q T a n ~ r X qj>" X 'if n ~‘ X • • • E siccome sappiamo elio la 
somma dei termini forma una funzione simmetrica di a, b, c, ... , 
l’aggregato dei termini con gli esponenti ora indicati sarà 

q r q, qi ...la*- r b»->c n - 1 ... 

Ora il grado di q r q,q t ... non è maggiore di r+s-f /+..., sicché 
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dobbiamo solamente dimostrare che il grado di Za n ~ T b n ~ > c n ~ l 
non è maggiore di n—r+n—s + n—t+..., ed allora ne seguirà che 
il grado del prodotto non è maggiore di mn. Il risultato richiesto 
segue da due osservazioni. (1) Dalle forinole dell’Art. 244 si può 
dimostrare che ò' p non contiene potenze di y superiori ad y 1 ? . (2) Dal 
procedimento degli Art. 248 e 249, no seguirà che il valore di 
i<r6 |l c v ....conterrà potenze e prodotti di 5,, S,,, S 3 , ... 6\ +(i+V4 ....; 
ed in ciascun termine la somma delle lettere inferiori congiunte al 
simbolo S è X + ;ji+v+... , 

Quindi conchiudiamo che nell’equazione finale in y non si tro- 
verà alcuna potenza di y superiore ad y"‘ n . 

259, L’Articolo precedente dà il limite che il grado dell’equa- 
zióne finale in y non può sorpassare; esso però in casi particolari 
può cadere al di sotto di questo limite. 

11 teorema può essere esteso e si ottiene il seguente risultato ge- 
nerale; se tra un numero qualunque di equazioni contenenti lo 
stesso numero di quantità ignote si eliminano tutte queste quan- 
tità eccetto una, il grado dell’equazione finale non può eccedere il 
prodotto dei gradi delle equazioni primitive. Si vegga Serret Cours 
d’ Algebre Supcrieure. 


XXL SOMME DELLE POTENZE DELLE RADICI. 


260. Col metodo di Newton, spiegato nell’ Art. 244, si possono 
trovare successivamente lo somme delle potenze delle radici di un'e- 
quazione; spiegheremo ora un metodo col quale si può ottenere in- 
dipendentemente la somma per una data potenza intera qualunque 
delle radici di un’equazione. 

Dinotino a, b, c, ...le radici di un’equazione f(i r) = 0, sicché ab- 
biamo f(.v) = (x — a) (x—b) (®— c) ... ; e supponiamo l’equazione del- 
l’amo grado. Allora 

Si prenda il logaritmo di ambo i membri, e quindi si sviluppino 
i logaritmi del secondo membro; cosi 


Digitized by Google 



108 


SOMME DELLE POTENZE DELLE RADICI. 


f /j'i * | 

log-^ r =--(a+& + c+...) 


~(« 2 +^ + c 2 +...) 


— 3^3 ( a3 + H- C* 4- - - -) 


« | £ 

Cosi nel secondo membro il coefficiente di —, è — ; quindi 


1 


m 


abbiamo — = al coefficiente di — . nello sviluppo di — log-^r sti ' 
m x x 

condo le potenze decrescenti di x. 

I 

Ciò suppone in positiva; se si vuole la somma per una potenza 

1 

intera qualunque negativa possiamo cambiare x in - o trovare la 

somma per la corrispondente potenza positiva delle radici dell’equa- 
zione in y. 

261. Per esempio, trovare la somma delle potenze m mc delle ra- 
dici dell’equazione x^—px+q — 0. 


Qui 


m 


X‘ 


= 1 


P _ jV 
x x */’ 


108 ir = 


log jl- 


_p_i. , l (p _ ±Y ,[(p _ j.Yfp -£) M + 

x x* 2 vr x*J x*J m\x xV 


Il coefficiente completo di — - si può ottenere con la scelta dai 


Varii termini del valore di — loe 


f(x) 


— nei quali si può trovare questa 

/r* 


potenza di x\ questi termini scritti in ordine inverso sono 

up_a_ Y 1 (p _ iY' - ’ , 1 _ iY"Y 

in \.t ,r*/ in — 1 vr .r 2 / in — 2 Va - r 2 / 
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1 

Jl coefficiente di — — è quindi 


- p m — 


1 m — 1 


*>"*-*? + ■ 


1 (m-2) (»i-3)_„„ x 


1-2 


P * 9* - 


Così S m = vnp mr ' i q + ^-^-^"*-*9* - - • 

... + (- ì )*• ■ w ( n> - r - 1 ) — (™~ 2r + 1) ^.^,. + 

Supponiamo q — \ , allora l’equazione quadratica è un’equazione 

1 

reciproca, e le sue radici sono della forma a ed si vegga l’Art. 

133. Così abbiamo a + -=]>, ed inoltre 
a 


« _ j. m (m - 3 ) „«-4 . 


a - f = P - m P 2 + 


1-2 


+ (_!)»• m (”*~ r ~ *)• • - (m ~ 2r + *) p m-tr + 

1 . 

Abbiamo così ottenuto un’ espressione generale per a m + — in 

1 a 
termini delle potenze di a-\- -• si vegga 1 Art. 138. 


2C2. Ancora, si voglia trovare la somma delle m me potenze delle 
radici dell’ equazione — 1 = 0. 


Qui 


1 

y* y* ’ 


.re») i , i 

y 


ì 


. Iok - — 4- 4- + -I- + . . . 

b •» y* ^ 2 r 4 ’‘ ^ 3®»" 4®** 


Qui il coefficiente di -^ò zero a meno che m non sia un iriulti- 
x 

71 

pio di n, od allora il coefficiente k — : sicché S„ = 0 u meno che m 

in 

non sia un multiplo di n, ed allora S m — n. 
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Questo risultato è spesso utile, e daremo tre applicazioni di esso 
nei tre Articoli seguenti. 

263. Mostreremo in qual modo trovare la somma di termini scelti 
da una data serie. 

Supponiamo y(x) — a 0 -\-a ì x + a ì x- + ... all’ infinito, e si voglia 
trovare la somma della serio 

a m x m +a in+n x m+n + a m+2n x m+tn + all’ infinito. 

Dinotino a, (3, 7,... le radici n me dell’unità, cioè, le «radici 
dell’equazione *"—1 = 0. Si moltiplichino i due membri della data 
identità per a n ~ m , indi si muti x in ax\ così 

a n ~ m (f{OLx) =a 0 a n ~ m +a i 'X n ~ ,n+t x + a ì CL n ~ m+ì x i + ... 

Similmente 

= a$ n - m + a$ n ~ m+ 'x+a$'- ,a+ *x' + . . . , 

Y l ~ m z{fx) = 4 -f a i ’f n ~ m+ì x l -f . . . , 

e così di seguito. 

Si aggiungano insieme le n identità che si possono così formare; 
allora nel secondo membro avremo n volte la serie richiesta, per 
l’Art. 262; così 



Digitized by Google 



SOMME DELLE POTENZE DELLE RADICI. 


ni 


Quindi 


x t x\l — H 
ò d cj 

?(?*) - e 



E finalmente la somma richiesta è 


1 

3 


x 

1 o 

3 6 


2/ x \ l ' i /0 T V 3 \ 

V 0 s ~i — \ / 3 scn -f-J- 


261. Ancora, per mezzo dell’ Art. 262 possiamo dimostrare il 
teorema seguente; l’espressione (x+y) n —x n — y n è divisibile per 
a- 2 + ar/ + j/ 2 se n 6 un intero dispari positivo non divisibile per 3, 
ed è divisibile per (x* -\-xy-ry-)- se n è un intero positivo della 
forma 6in -j- 1 . 

Siano 1, a, (5, le tre radici cubiche dell’unità, cioè, le tre radici 
dell’equazione x 3 — 1=0. Allora il prodotto di queste radici 6 1, 
cioè, a£=i, per l’Art. 13; ed l+a"' + p"‘ = 0, purché m non sia 
un multiplo di 3, per l’Art. 262. 

Cosi x t + xy+y* = (x— ay)(x— $y). 

Quindi (x-\-y) n — x n —y n è divisibile per x 2 + xy -f y~ purché essa 
svanisca quando x = ay , e quando x = $y ; cd è divisibile per 
(x t +xy+y i ) ì , purché la sua funziono derivata anche svanisca quan- 
do x—a.y, e quando x=$y: questa funzione derivata, per l’Art. 11, è 

n (x+y) n ~ i — nx n ~* • 

Quando x=ay abbiamo 

(x+y) n — a^-y n =j/"|(l+a)"— a"— 1 j = y"|(— ?)"— a"-l j, 

o questa svanisce quando n è un intero dispari non divisibile per 3. 
Inoltre, quando X—ay, 

n(x+y) n ~ , —nx n ~ l =ny u ~ t j (1 +a)“- , -a“- , j J : 
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questa svanisce se n— 1 6 un intero pari cd un multiplo di 3, poi- 
ché a J = l, e P 3 = l. E se n — 1 ò un intero pari ed un multiplo di 
3, ne segue clic n é un intero dispari e non divisibile per 3, sicché 
(x + y) n ~- x n — y n anche svanisce. 

Gli stessi risultati si otterrebbero ponendo per x. 

Comptes Rcndus Voi. ix. pag. 360. 

265. Come ultima applicazione dell’ Art. 262 dimostreremo il 
teorema seguente. 

Dinoti 5 la somma della serie 


n _ 3 („-4)(ti- 5) (n - 5) (n - 6 ) (n - 7) 

1 ^ — I n; rr 6 


LI 


li 


, ir _, (n-r— l)(n- r - 2) ... (n-2r+ 1) 

• V * / I 


Allora S = - se n è un intero dispari positivo divisibile per 3, 

S = 0 se n è un intero dispari positivo non divisibile per 3„ 
S — — - se n é un intero pari positivo divisibile per 3, 


S = - se n è un intoro pari positivo non divisibile per 3. 
n 

Nell’ Art. 261 si ponga xy per q ed x + y per p, sicché S n =x?+y n ; 
così, se n é un intero positivo, 

(x+y) n -x n -y n =nxy(x+y) | (x +y) n ~* - !L--lxtj(x+y) n ~ ì 


(71-4) (71-5) 

H 


(*V) 


*(^+1/)*- 7 — (l'K 


Dinotino 1, a, ^ le tre radici cubiche dell’unità; si ponga x=ay, 
allora il secondo membro di (1) diviene 

71—3 


7i«( 1 + a) y n j (1 +a) n 3 - a (1 + a)” 
(71— 4) (71 — 5) 


n 


a 2 (i + a)"“ 7 - 


Maa^=l, e quindi fi 2 = = a; inoltre a-fP+l=0, sicché 
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— p=a + 1; così a=(a-f l) 8 . Quindi il secondo membro di (1) si 
riduce ad 


n (1 + a) V 1 1 


;>V {i 


?i — 3 (n — i) (n — 


+ 


fi -4 


2 • [3 

cioè n (- $) n y n S. 

Inoltre quando x—ay il primo membro di (1) diviene 


j/ B |(l + a) B — a n — lj, cioè, r/ n |(— P) B — a“ — 1|. 

Quindi (-p) B -a B -l=n(-g) B S (2). 

Se n è un intero dispari divisibile per 3, il primo membro di (2) 
è eguale a —3 per l’Art. 262; e quindi — 3 = — n$ n S = — nS; 
3 

onde S= ~ . 
n 

Se n è un intero dispari non divisibile per 3, il primo membro 
di (2) è zero per l’Art. 262; e quindi $ = 0. 

Se n è un intero pari divisibile per 3, il primo membro di (2) è 
— 1, cd il secondo membro è nS; quindi 5=-- . 

Se « è un intero pari non divisibile per 3, il primo membro di 
(2) è p*-a B — 1, cioè 2^ B , poiché a n + ^ B + l=0; cosi 2£ n —n$ n S, 

. „ 2 
e quindi S-- . 

n 

Si deve osservare che la serie dinotata da S consiste di un nu- 
mero finito di termini; infatti se n—lm, o 2m-j-i vi sono m termini 
nella serie. 


Creile Malhcmalical Journal, Voi. xx. p. 321. 


Questo Articolo serve ad illustrare il presente soggetto: ma os- 
serviamo che il risultato si può ottenere più semplicemente con 
altro metodo. 

È conosciuto, per la Trigonometria Piana, che 


2 cos nO = (2cosO) B — n(2cosO) B 2 + * ^ . 0 ^ cos Q) w * — 

1 ' A» 

I r 
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Si ponga Q = - ; < l u ‘ n ^*> trasponendo o dividendo per n, otteniamo 

s =ì('- !c "f)- 

2GG. Come un altro esempio del teorema dell’ Art. 2G0 mostre- 
remo in qual modo esprimere x n +y H + (— x — y) n per mezzo di 
x*+xy+y*, c di ;n/(.r + i/). 


Sia a=x t +xy+y*, b = xy{x + y), 

c si ponga 3 por —x—y. 
Allora x y -{- 3 — 0, 

xy+yz + zx=xy- (x + i/)*=— a, 
xys = — b; 

cosi x, y, 0 s sono le radici dell’ equazione cubica 

< 3 — at + b = 0 ; 

1 


e quindi - (r n +i/ n + 3 n ) è eguale al coefficiente di — nello svilup- 


po di — log 




Ora -log + 

i / b\ i / i>y 1 / b \ 3 

= r\ a ~i) + wA a ~v + 2fi\ a ~v + - 

/ b \ 4 ( b \ 3 

Possiamo quindi sviluppare la— -1 , la— -J , ... e formare il 
coefficiente di una potenza assegnata di 


Se n è un numero pari otteniamo cosi una formula per 
(x + y) n + x n + y n \ 
e se n è un numero dispari per 

(x+y) n — x n — ij". 
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1 seguenti sono casi speciali : 

(x + y) 1 — x 1 — y 7 = 7< a 2 b = 7 (x 1 + xy + 1 /*)* xy (x + y), 

(x + y) 8 + + !/ 8 — 2a* + 8 ab* 

= 2(x i +xy + y 2 ) \ (x 2 + xy + y 2 f + 4®*y* (x + y) 2 1 . 

Le formole generali si possono ottenere facilmente ponendo 2»i 
e 2m + 1 per n. Cosi si troverà che 


(x+yr+^ m +y 2m a m ^ a m- S[ ,. (m-3)(m-4)(m-5 )gTO . 

2m m 1.2 '' Lì 

+ , (m-r-l)(m-r-2)...(m-3r+l) ,, r , . 

[ir 

e che 

+ (m— 2 )(ot — 3) 

2m+l [3 

+ (m-r-l)(m-r-21...(m-3r) a ,„_ 8r _, ^ + 


2G7. Si è proposto di far uso dei valori delle somme delle potenze 
delle radici di un'equazione per approssimare una radice dell’equa* 
zione ; daremo un cenno di questo metodo tratto dal Trealise on thè 
Tlieory of Alyebraical Equalions di Murphy. 

Dinotino a, b, c , ... le radici di un’equazione •, si suppongano esse 
tutte reali ed a sia numericamente la più grande. Abbiamo 


S n+t _a’ n +'+b m+ ' + c m+ * + ... 
S M a "‘ + b"‘+c"‘ + ... 



Cosi se si prende m sufficientemente grande il secondo membro 
si può rendere tanto vicino quanto ci piace ad a, cioò, al valore 
della radice numericamente più grande. 

2G8. Possiamo ora esaminare sino a qual punto il risultato del- 
l’Articolo precedente è modificato dalla presenza di radici immagi- 
narie. Sia ( 5+7 V - 1 e p ~ 7 'f--i una coppia di radici immaginarie 
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coniugate; la loro somma, è 2£5 ed il loro prodotto è P* + K*"> clic <i 
il quadrato del loro modulo. 


Ora 

Si ponga 


sicché 


p ±lr v-i=| l (?d=lv-i). 

3 v 

-=cosQ, e -=senO, 

tanO=| e jjl* = P*+i'*; 

P 


cosi {JL é il modulo. Quindi le radici coniugate si possono porre nella 
forma [Ji(cos0 -t V — 1 sen 0); e pel teorema di De Moivre la somma 
delle potenze delle due radici è 2p. m cosmQ. 


Cosi se il valore numerico della più grande radice reale è mag- 

g 

giore del più grande modulo delle radici immaginarie, tende- 

à m 

rà ad un limite quando m cresce indefinitamente, cioè, alla radice 
numericamente più grande ; ma se vi è un modulo delle radici 
immaginarie maggiore della radice numericamente più grande, non 

$ 

vi sarà alcun valore limite di 

^ m 


Esempio, a? — Ir— 5 = 0. Qui la serie S t , S v S s è 0, 4, là, 

8, 50, 91, 140, 432, 735, 1504, 3630, 6803, 15080, 31756, 64175, 
138912, 287130, 598699, Dividendo ciascun termine pel pre- 

cedente, osserviamo una tendenza ad' un limite un poco più grande 
di 2, sicché possiamo conchiudere che vi è una radice reale un poco 
più grande di 2. L'esempio però non è molto favorevole per il me- 
todo; infatti poiché il prodotto di tutte le radici è 5, e la radico 
reale é piuttosto maggiore di 2, il prodotto delle altre due radici è 
presso a poco 2 • 5. Queste due radici sono immaginarie per l’Art. 172, 
e siccome il loro modulo è la radice quadrata del loro prodotto, il 
modulo è più grande di 1-5; cosi il modulo non è molto piccolo 


in paragone della radice reale, c cosi l'espressione 
cina lentamente verso il suo limite. 


ni - 1 


si avvi- 


269. In alcuni casi possiamo ottenere il prodotto delle due radici 
numericamente più grandi, con un metodo simile a quello nel- 
l'Art. 267. 
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Infatti* 


S m = a m + b"‘+c” l + .... 


A’. 


=a “ + 1 ... 6'"^» + c ™+i 
S m+t = «“ +1 + h ' a+t + c ™ +1 + ■ • • • 


iii+l 


Quindi S, n 5 m+1 - S* TO , ,=•**"’(« - *)» J «’V"(a-o s 

-I- ò’V"(è - 

Dinoteremo questo con sicché 


c) 


t 4. 


v m — a M b m (a — 6) l j 1 f 


1 / a — cY- 

*V«^T/ + à'"Va-ft/ 


Quindi procedendo come negli Art. 2G7 e 2G8 possiamo ottenere i 
risultati seguenti. 

(1) Se tutte le radici sono reali - !2 A1 s i può rendere tanto vicino 

11 m t 

quanto ci piace al prodotto delle due radici numericamente piu gran- 
di crescendo m sufficientemente. 

(2) Se vi sono radici reali numericamente più grandi del modulo 
di una radice immaginaria qualunque, vi è un valore limite di 

*^±1, cióè il prodotto delle due più grandi fra queste radici. 
v m 

(3) Se vi è un modulo di radici immaginarie maggiore della ra- 
dice quadrata del prodotto delle due radici reali numericamente più 

11 

grandi, vi ò un valore limite di " l ~ -, cioè, il quadrato di quel mo- 

u m 

dulo, o sia il prodotto delle corrispondenti radici immaginarie. 

\l 

0) Così il solo caso in cui - 2!± - 1 può mancare di avere un limite 

v m 

si è quando vi è una radice reale, e solamente una, numericamente 
maggiore del più grande modulo dello radici immaginarie. In questo 
caso quella radice reale si può trovare con l’Art. 2G7. 


270. Possiamo anche ottenere in alcuni casi la somma di due 
radici di un’equazione con un simile metodo. 

Dai valori di S m , S m+t , S m+i , ed S m+ j, otterremo 

V„ +s - S m+i S m+i = a m b m (a -(- b)(a -b) i + a m c m (a + c)(a - c)* 

-f b m c m (b+c)(b-c) ì +...; 
dinoteremo questo con t> . Allora u m avendo il significato asse- 

t 1 

gnato nell’Artìcolo precedente, troveremo che vi è un limite di — ™ 

11 m 

nei casi indicati neH’Artieolo precedente, e che questo limite è la 


Digitized by Google 



178 


SOMME DELLE POTENZE DELLE RADICI. 


somma delle radici numericamente più grandi, o la somma delle 
due radici immaginarie col più grande modulo. 

271. Cosi nei casi (1), (2), e (3) dell’Art. 209 possiamo ottenere il 
prodotto di due radici con l’Art. 209 e la loro somma con l’Art. 270; 
e nei casi (1) e (2) possiamo ottenere la somma di due radici con 
l’Art. 270 e la più grande di esse con l'Art. 207. 


272. Esempio, + 4a; s — Ar+1=0. 


Qui otteniamo i seguenti valori : 


per S,, Sj, ... — 1, -7, 23,-3, -116, 227, 202,- 1571, ...; 
per u 2 , ... -72,-508, — 2677, — 14137, —74961, —397421,...; 
pera,, r 2 , ...164, 881, 4873,25726, 130382,... 


Qui non si ottiene alcun limite definito dividendo ciascun termine 
nella serie S t , S ,, ... per quello che lo precede; siamo quindi sicuri 
dell’esistenza di radici immaginarie. Dividendo ciascun termine 
della serie u t , u 2 , ... per quello che lo precede, otteniamo quozienti 
che indicano 5-301 ...come il valore del prodotto di due radici. 
Dividendo ciascun termine della serie t>,, r 2 , ... pel termine corri- 
spondente della serie u,, u 2 , ... otteniamo quozienti che indicano 
— 1 - 819 ... come la somma di queste due radici. Da questi valori 
possiamo ottenere valori approssimati di due radici immaginarie. 


Poiché la somma di tutte e quattro le radici dell’equazione è — 1, 
ed il loro prodotto è 1, la somma delle due rimanenti radici è - 819... 

ed il loro prodotto ■ ■ — ; queste due radici quindi sono anche 
o*oUl . . . 

immaginarie. 


Cosi troveremo in questo esempio che il modulo della prima 
coppia di radici immaginario è circa cinque volte il modulo dell’al- 
tra coppia. Quindi con la notazione dell’Art. 270 troveremo che 
prendendo u m — a m b m (a — b)* e trascurando gli altri termini, l’er- 
rore 6 circa ^ dell’ intera quantità; e quindi possiamo giudicare 
i) 

dell’accuratezza del nostro risultato. Per esempio; abbiamo dato 
sopra i valori di u m sino ad u s ed u 0 sicché possiamo dire di aver 
trovato il prodotto delle radici con un errore di circa solamente 



ma 

parte del tutto. 
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XXII. ELIMINAZIONE. 

273. Supponiamo clic si abbiano a risolvere due equazioni si- 
multanee contenenti due quantità ignoto; vi sono alcuni casi in 
cui la risoluzione si può effettuare prontamente. Supponiamo che x 
ed y dinotino le quantità ignote; allora se una delle equazioni con- 
tiene x m e nessun’ altra potenza di x , possiamo trovare immediata- 
mente da questa equazione x m espresso in y c sostituirlo nell’altra 
equazione; otterremo cosi un’equazione con la sola y, e le radici 
di questa equazione si possono trovare esattamente o per approssi- 
mazione con i metodi già spiegati. 

Ancora supponiamo che lo equazioni siano rappresentate da .1=0, 
e 27= 0, o che .-1 e B si possano decomporre prontamente in fattori; 
supponiamo per esempio che A zzVU'O" o 27 = YV. Allora tutte le 
soluzioni delle equazioni proposto si ottengono risolvendo le equa- 
zioni simultanee 27= 0 e F = 0, 2/ = (J e F'=0, W = 0 e V— . 0, 2/'=( I 
e F' = 0, U"— 0 e F=0, U" = 0 e F' = 0. Così la risoluzione dello 
equazioni proposte si fa dipendere dalla risoluzione di altre equa- 
zioni di gradi inferiori. 

Può accadere che uno dei fattori di A sia identico con uno dei 
fattori di 27; per esempio, supponiamo che U e V siano identici. Al- 
lora tutti i valori di x ed y che soddisfano l’equazione f/=0 soddi- 
sferanno le equazioni simultanee .1 = 0 e 17 = 0. Così se U contiene 
sì x che y, possiamo assegnare qualunque valore ci piace ad una 
delle quantità ignote c determinare il valore corrispondente dell’al- 
tra, ed ottenere così tante soluzioni quante ci piace. Se V contiene 
solamente una delle quantità ignote possiamo soddisfare le equa 
zioni A = 0 e 27=0, dando a quella quantità ignota un valore de- 
dotto dall’equazione 2/= 0, e qualunque valore ci piace all’altra 
quantità ignota. 

274. Abbiamo già mostrato come per mezzo della teoria delle 
funzioni simmetriche possiamo eliminare una delle quantità ignote 
da due equazioni, e così ottenere un’equazione finale che contiene 
solamente l’altra quantità ignota. Ci accingiamo ora a spiegare un 
altro metodo per eseguire l’eliminazione, il quale ò fondato sul 
procedimento per trovare la massima comune misura di due espres- 
sioni algebriche. 

275. Le due equazioni simultanee siano dinotato da /, (x, ?/) = <> 
‘‘d / 2 (r, y) = 0. Supponiamo che .r= a ed y — $ siano valori che vc- 
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ribellino queste equazioni; allora l’equazioni 0 ed [.Jx, p)=0 

sono soddisfatto dal valore x- a. Quindi f t (x, £) ed debbono 

avere una comune misura; questa comune misura deve essere tale 
che quando si eguaglia a zero essa fornisca il valore, a, od anche 
ogni altro valore dal quale in unione con y — $ le equazioni pro- 
poste siano soddisfatte. 

Supponiamo quindi che si ordinino f t (x,y) ed f^x, y) secondo lo 
potenze discendenti di x, e si proceda nel modo ordinario a trovare 
la loro massima comune misura, spingendo l’operazione finché si 
giunga ad un resto che é una funzione della sola y, che diciamo 
©(;/). Allora nessun valore di y sarà ammissibile se non rende 
<p (y)=0; poiché a meno che (f (y) non svanisca f t (x,y) ed fJx, y) non 
hanno alcuna misura comune e quindi non svaniscono simultanea- 
mente. Però non è vero reciprocamente che ogni valore di y che 
annulla <f(y) sia necessariamente ammissibile. Poiché può accadere 
che nel procedimento i coefficienti di alcune delle potenze di x 
siano frazioni che contengono y nei loro denominatori; ed un valore 
di y che soddisfa l’equazione tp(i/) = 0 può annullare alcuni di que- 
sti denominatori, e cosi introdurre quantità infinite o indetermi- 
nate. Supponiamo, per esempio, di avere 

f l (x,y)=qf i (x,y) +<?(y). 

Allora se q è un’espressione intera non sarà resa infinita da alcun 
valore finito di y, ed ogni valore di y che annulla z(y), combinato 
col corrispondente valore di x dedotto dall’equazione f t (x, y) = 0, 
annullerà f t (x,y). Ma se q è una frazione, contenente y nel suo de- 
nominatore , q può diventare infinita quando y(y) svanisce, ed 
f t (x,y ) non svanirà necessariamente quando cp(i/)=l) ed f t (x,y)= 0. 
La stessa eccezione può aver luogo quando conduciamo il procedi- 
mento nel modo ordinario, ed introduciamo fattori che non sono 
funzioni di x per evitare coefficienti frazionari. Supponiamo, per 
esempio, che si moltiplichi f,(x,y) per una quantità c per evitare i 
coefficienti frazionari i quali sono funzioni di y\ e supponiamo di 
avere ora 

c fi( x >y)—qfi( x y y) + ?(!/)• 

Se troviamo y dall’equazione cf(y) = 0, c quindi x dall’equazione 
f t (x, y) = 0, i valori così ottenuti debbono necessariamente annul- 
lare c/ t (x, y)\ ma non segue da ciò che f t (x, y) svanisca, poiché può 
stare che il valore preso per y annulli c. 

Quindi si richiede una regola che faccia discernere le soluzioni 
ammissibili, ed a questa regola ora passiamo. Supporremo che nel 
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trovare la massima comune misura siano state prese le solite pre- 
cauzioni per evitare coefficienti frazionari. Possiamo supporre che 
nelle equazioni che dinoteremo cen .1 = 0 e B — 0, nè A nè B con- 
tenga alcun fattore funzione della sola y\ poiché un tal fattore si 
può considerare separatamente e si possono trovare tutte le solu- 
zioni che dipendono da esso. 11 metodo che andiamo a spiegare è 
dovuto ai Sig. ri Labatie e Sarrus; lo esporremo come neU’.tò/e&ra 
dei Sig. ri Mayer c Choquet. 


276. Le due equazioni simultanee siano dinotate da .4=0 e 5=0; 
supporremo che nò A nè B abbia un fattore funzione della sola y, 
e che II non sia di un grado superiore in x in paragone di A. Di- 
noti c il fattore pel quale deve essere moltiplicata A affinchè essa 
sia divisibile per B; dinoti q il quoziente ed rii il resto, in cui r è 
una funzione della sola y. Dinoti c, il fattore pel quale deve essere 
moltiplicata B affinchè essa sia divisibile per /(; sia q t il quoziente 
ed r,7l, il resto, in cui r, è una funzione della sola y. Si proceda 
iu questo modo, e supponiamo, per esempio, che alla quarta divi- 
sione si abbia un resto che non contiene x, e che dinotiamo con r s . 
Cosi avremo le seguenti identità : 


( 1 ) 


c A = q B 4 - r R , 
c,B =q t fì + r ,11,, 
c t R — q.,R,+ r t R t , 

Sia il la massima comune misura di c ed r, il , la massima comu- 

ec ■ . i.cc.c. 

no misura di — - ed r., d. la massima comune misura di-— - ed 
d cc c r lìd i 

r „, il. la massima comune misura di — '--y ^ ed r.. Dimostreremo 

1 4 ililfil, 

ora che le soluzioni delle equazioni .4 = 0 e 41 = 0 si otterranno ri- 
solvendo i seguenti sistemi: 


d 


= 0 e B =0, 


d 


i- = 0 ed R =0, 


( 2 ) 


= 0 ed 41,= 0, 


d. 


-?- = 0 ed 4ì,= 0; 
d a 


CHH J 


è, dimostreremo in primo luogo che tutte le soluzioni ottenute 
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da (2) soddisfano le equazioni .4 — 0 e II = 0, od in secondo luogo 
che tutti i valori di x ed y che soddisfano le equazioni ,4=.0 e D— 0 
sono inclusi tra le soluzioni ottenute dal sistema (2). 

Si dividano i due membri della prima identità (1) per d\ cosi 


~d A = }i D + d n 


( 3 ) 


r. • . c , r „ , qB , 

Ora, per ipotesi, - ed -• sono funzioni intere di i/; cosi — e an- 
d d d 

che una funzione intera; ma per ipotesi II non ha alcun fattore che 

sia funzione della sola y, e quindi d deve dividere q. 


L’ identità (3) mostra che i valori di x ed y che soddisfano le 

r c c v 

equazioni - = 0 e 11=0 annullano - .1; ma - ed - per ipotesi non 
« d d d 

hanno alcun fattore comune, e quindi questi valori annullano .4. 

J* 

Quindi tutte le soluzioni delle equazioni -=0 e B = 0 soddisfano 
le equazioni A = 0 c B = Q. 


Ancora, si moltiplichino i due membri dell’identità (3) pere,, e 
si sostituisca per c t B il suo equivalente ottenuto dalla seconda delle 
identità (1); cosi 


cc 

d 


i . c . r + <7/7, a 

- A = - 7H- - 


L’espressione — — ^ è intera, poiché r c q sono divisibili per 

(I; inoltre questa espressione è divisibile per d t , poiché d t divide 

CC 

— — ed r, e non divide II. Si divida per d t \ allora, per brevità, po- 
nendo M per -, ed M, per ■■■ 1 ' l ' 1 ' , abbiamo 
d dd. 


Sh-A=M t n+^ MB l (4). 

dd ì d t 

Si moltiplichino i due membri della seconda delle identità (1) 
c 


per - ; cosi 


— IÌ -T H + d r ' n '- 
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Poiché d , dividerà ~ ed r if esso dividerà — lì : ma li non e di- 
ti d 

CO m 

visibile per d ì o quindi — ! deve essere divisibile. Si divida per d.; 
allora per brevità, ponendo jV per - ed N t p er-yy-, 'Ubiamo 


..... C( h 


C Ìt t IÌ=N ' R +T™ • ' (5) ' 

Le identità (i) e (5) mostrano che tutti valori di x ed y che an- 

V CC CC CC V 

tìullano ed B annullano — A e — -L/?; ma— ed non hanno 


d, 


dd t 


dd. 


dd. 


d, 


alcun fattore comune, e quindi tutte le soluzioni delle equazioni 
-*-=0 eil /f = 0 soddisfano le equazioni A — 0 e B — 0. 


Ancora, si moltiplichino i due membri dell’identità (1) per e t , 
c si sostituisca per c t B il suo equivalente dalla terza delle identi- 
tà (1); cosi 

dd. 


gXl = (q t M, + A/) fl, + ryV, B r 


Per ipotesi rf 8 divide il primo membro di questa identità, e divido 
anche r s ; esso deve dividere perciò + lll'j R t , ma B t non 


Cnì' 

ò divisibile per d t ; quindi q t M t + -yì M ò divisibile per d 2 . Si di- 
noti il quoziente con A/ s ; così 


^A=.\f 2 n i + , ±M l n 1 

dd t <U d , 


(«)• 


Si moltiplichino i due membri dell’identità (5) per c 2 , e si sosti- 
tuisca per c,/ì il suo equivalente dalla terza delle identità (1); così 


cc 

~dil 


('/.JV, + -v) /?, + r.A,/?*. 


Possiamo dimostrare come'sopra che il coefficiente di /ì, ò divisi- 
bile per d s , e dinotando il quoziente con A' 2 abbiamo 


CI * C J|j — VI? | 1 * V /f 


0)- 
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Le identità (fi) e (7) mostrano che tutt’i valori di x ed y che an- 
nullano — • ed /?,, annullano i primi membri di queste identità; ma 


— ed — non hanno alcun fattore comune, e quindi tutte le so- 
dd.d. d t .. J 

. ' o 


I |i«2 


luzioni delle equazioni — - = 0 ed /?, =0 soddisfano le equazioni 

d * 

A = 0 e J3=0. 


Nello stesso modo come sopra se moltiplichiamo i due membri 
delle identità (6) e (7) per c 3 , e sostituiamo per c s /?, il suo equi- 
valente dalla quarta delle identità (1), otteniamo 


dd t d t d 3 d 3 


( 8 ). 


dd t d t d 3 


T/’ 


<»)• 


in cui M 3 ed A 3 sono funzioni intere di x ed y. Le identità (8) è (0) 


mostrano che tutte le soluzioni delle equazioni — =0 ed /?,= 0 sod- 
disfano le equazioni .4 = 0 e li — 0. 


Abbiamo cosi dimostrato la prima parte della proposizione, cioè, 
che tutte le soluzioni ottenute dal sistema delle equazioni (2) sod- 
disfano lo equazioni A — 0 e D — 0; dobbiamo ora mostrare che tutt’i 
valori di x ed y che soddisfano le equazioni .4 = 0 e 5 = 0 sono in- 
clusi tra le soluzioni ottenute dal sistema (2). 

L’identità (SI può essere scritta 


NA-MB = ~R (10), 

Si moltiplichi (4) per lì e (5) per .4 c si sottragga; cosi 

1.1/,/i- N t A)R + (MB -A’-4) ii/i,- 0, 

• , f ^« 

0 quindi por (10) 

(J/,tf - lf t A)R - ’-jj- RR , = 0, 

e quindi 

M t n-N t A = ^Jì,. ....... (11). 
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Si moltiplichi (0) per B e (7) per A e si sottragga; cosi 


1X5 


(M^B-N^B, +CV,« - A’,.!) ’ 7 2 - = 0, 

il .> 


e quindi per (11) 
e quindi 


(M.B - NfA )B,+ A, B 2 - 0 , 


m 2 b - Aji =— —- 1 
2 - dd,d 2 - 


(hit. 


Similmente da (S) c (0) deduciamo 

M$B — A r r 'l = Y 7^ v ~r~ 

‘W,rf 2 d 3 

L’identità (13) mostra che tutt’i valori di ar ed »/ che ann alitino 


(13). 


.4 e B annullano J - — sicché uno dei fattori 7 , —, cd 7 


V Va Va 


dd t d t d s 


d d, 


•leve svanire. Quindi le equazioni 


Ufl.^O^cO, ed£ = 0. 
d a, d 2 a 3 

somministrano tutt’i valori ammissibili di y. 

Supponiamo quindi che x— a ed y — $ siano valori che soddisfino 
le equazioni .4=0 e B — 0. 

Supponiamo in primo luogo che $ sia una radice dell’equazione 
V 

-=0; allora è manifesto che i valori x^a. od i/ = {5 soddisfano le 

equazioni - = 0 e B = tì. 

« 

In seguito supponiamo che $ non sia una radice dell’equazione 

j* v 

--=0, ma sia una radice dell’equazione -—= 0; poiché - non sva- 
nisce quando y = $, segue da (10) che i valori tr = « ed y—% an- 
nullano lì, e cosi essi soddisfano le equazioni -- = 0 ed R = 0. 

In seguito supponiamo che $ non sia una radice dell’equazione 
v r • 

-=:(), nò dell’equazione ma sia una radice dell’ equazione 

d d | 

v v v 

— =0; poiché non svanisce quando y — $, segue da (11) che 


dd t 


‘21 
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i valori x—a. ed y = $ annullano R ìt e così essi soddisfano le equa- 
zioni — = 0 ed R. — 0. 

d ì 


In seguito supponiamo che £5 non sia una radice di alcuna delle 

V V V 

equazioni - = 0, y- = 0, = raa s ^ a una ra dice dell’equazione 


z T V 

— = 0; poiché — - — non svanisce quando y = 3, segue da (12) 
d a d tf, d 2 

che i valori x = a ed y = $ annullano R 2 , e cosi essi soddisfano le 


V 

equazioni -—=(), ed R 2 — 0. 

"a 

Questo dimostra la seconda parte della proposizione. 

L’equazione — — = 0 che dà tutt’i valori ammissibili di y 

d d, dj d 2 

si può chiamare l'equazione finale in y. 


277. Esempi. 

(1) ar’ , + 3j/x*-J-(3j/* — 1/+ l)® + i/ 5 — j/ s -t-2j/=0, 

x ì + 2yx + y--y — 0. 

Qui abbiamo x + %y per primo resto, sicché r = l, ed i/ 2 — y per 
secondo resto, che è indipendente da x. Le sole soluzioni sono 
r 

quelle fornite da ~ = 0 ed i?= 0, cioè, da y i — y = 0 ed z + 2i/=0. 

(2) # 5 4- 2i/.r 2 -f 2t i(y— 2) i/ 2 — 4 = 0, 

a 2 + 2yx + 2y* - 5 y -I- 2 = 0 , 

Il primo resto è qui (y— 2)(x+ 1/+2); sicché r-y—2 ed IÌ=x-\ y-f2; 
il secondo resto é i/ 2 — 5i/ + 6, che è indipendente da x. Le solu- 

r 

zioni sono quelle fornite da 0 e U — 0, ciot*,. da y — 2 = 0 ed 
,t 2 -ì- 2i/x + 2y 2 — 5 j/ + 2=0; e quelle fornite da y-=0, ed R= 0, cioè; 

'■i 

da i/ 2 — 5i/ + 6=0 ed x + y-\- 2 = 0. 

L’equazione finale in y è (y — 2)(;/ 2 — ói/ + C) = 0. 

(3) .r* + 3i/a.' 2 — 3x* +• 3 j/ 2 ì' — Gi/x — x + y 3 — 3 i/ 2 — y + 3 = 0, 

,t® — 3 j/.r 2 -f- 3.r 2 -f 3 y-x — 6 yx — x — j/ 5 4- 3 1 / 2 4- ;/ — 3 = 0 . 
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Il primo resto è 2(y — l)(3.r 2 + y 2 — 2y — 3); il secondo resto è 
8(y 2 — 2 y)x; ed il terzo è y 2 — 2y—3. Le soluzioni sono quelle for- 
nito da 

y— 1— 0, ed x 3 — 3 i/x*-1-3j*+3j/*jv- 6t/x— x— t/ 3 -J-3y*-t-y— 3— 0, 
da y 2 — 2y=0, e 3x* + y 2 — 2i/-3=0, 

e da y 2 — 2y — 3 = 0, ed x — (). 

L’equazione finale in y è (y— ì)(ij 2 — 2y)(y 2 — 2y— 3) =0. 

(4) (y — 2)x 2 — 2x + 5»/ — 2—0, 

yx 2 -- hx + ìy—0. 

Qui moltiplichiamo il primo membro della prima espressione per 
y per rendere possibile la divisiono senza introdurre coefficienti 
frazionarii. Così c — y. Il primo resto è (3// — 10)r + i/ s -f-6i/. Per con- 
tinuare la divisione moltiplichiamo ora yx 2 — bx + hy per 3i/— 10, 
ed eseguiamo la seguente operazione: 

(3y — 1 0)x + y 2 + Gi/|(3i/- 10)i/x*— (3»/— 10) bx + (3y — 10) 4gj yx 

(3i/ — 1 0) yx 2 + (y 2 + 6 y) yx 

— (i/ :, + G y 2 + lòi/ — 50)x-r 12</- — 40y 

Qui o possiamo riguardare i termini nell’ ultima linea come co- 
stituenti il secondo resto, o pure possiamo continuare l’operazione 
della divisione non essendo il resto rispetto al divisore di un grado 
inferiore in x\ se adottiamo l’ ultimo partito dobbiamo di nuovo 
moltiplicare per 3 y— 10, il che darà origine allo stesso resto come 
se avessimo da principio moltiplicato per (3y — IO; 2 . Così continuia- 
mo l’ operazione come segue : 

-iy s +Gy 2 +\ r»i/-50)(3y-10)x+( 1 2</*— 40i/)(3y— 1 0)|— (j/*+ Gt/* + 1 5t/-5U) 

— (i/ 3 +Gi/ 2 -H&;/— 30X3i/-10)j— (y 3 -l-6i/ 2 -i-15y-r)0)(i/ 2 -i G y ) 
j/*-j-12«/*-i-87 i/ s — 200y*-p lUtly 

Abbiamo qui un resto indipendente da x, che ò il valore di r,; e 
d, qui è =y\ sicché le soluzioni sono quelle fornite da 

j/*+i2i/ 3 +87j/*— 200y+100=0, e (3y— 10)x-fi/ i +6i/-0. 

278. Le seguenti osservazioni si possono fare sul procedimento 
dell’ Art. 276. 
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I. Possiamo sempre prendere e in modo che e ed r non abbiano 
alcun fattore comune. Infatti so d è la massima comune misura di 

f* 

c ed r la divisione di - .1 per 11 si può effettuare senza introdurre 

coefficienti frazionarii, come apparisce dall’identità (3); cosi c non 
è il fattore più semplice che si può adoperare ^come moltiplicatore 
di A prima di dividere per U. Quindi scegliendo il fattore più sem- 
plice possiamo fare d= l. 


Similmente possiamo prendere e,, r 2 , ... , tali che c, ed r, non 
avranno alcun fattore comune, e che c 2 ed r 2 non avranno alcun 
fattore comune, e così di seguito. 


Quindi nell’ insieme possiamo prendere c, c,, c 2 , c 3 , ... così che 
rf = l, clic d { sia la massima comune misura di c ed r,, che tf 2 sia 

la massima comune misura di — 1 ed r„, che cl 3 sia la massima co- 


mune misura di 


cc,c 2 

d | dj 


ed r 3 , e così di seguito. 


II. Supponiamo che il resto indipendente da x che è stato dino- 
tato da r 3 sia zero; allora H., è una comune misura di A e 11. Quindi 
le soluzioni delle ecjuazioni .-l^Oeò‘^0 consistono, (1) di un nu- 
mero infinito di valori di x ed y che si possono dedurre dalla sola 
equazione /? 2 — 0 , (2) dal numero finito di valori di x ed y che si 


possono ottenere risolvendo le equazioni — - = 0 c — = 0. Ma poi- 

che r 3 =0 seguo dalle identità (1) dell’ Art. 276 clic Iì 2 divide lì 
od Iì f . Si dividano le identità (3), (-1), (è), (6), (7), (10), (11), (12) 
dell’ Art. 276 por /f 2 ; otteniamo così nuove identità nelle quali A, 


11, lì. /fj ed lì ì sono rimpiazzate da 


A 


B 

V 


* , — ed 
Ih B •> li. 


Per mezzo 


di queste identità possiamo dimostrare, 

. A 

tutte le soluzioni delle equazioni •— = 0 e 
vendo i seguenti sistemi : 


come nell’ Art. 276, che 

.1 

— = 0 si otterranno risol- 



ed 


ed 


eil 


£ 

n 

a, 

«. 

n. 


=o, 

= ti, 
= 0 . 
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Por esempio, supponiamo 


x 3 + i/a- 2 — (y 2 + 1) J + i/ — y 3 = <). 


od a- 3 — ya- 2 — (y* + Gy 4- 0) a- 4- y 3 + Gy 2 -j- 9y = 0 . 

Qui la prima divisione dà 2 |yx 2 +(3y-t-4)a?— (i/ 5 +3y 2 -|-4y)| per 
resto, sicché possiamo prendere 

n — y.r 2 + (3y + 4) x - (y 3 + 3y 2 + iy) . 

Per eseguire la seconda divisione si moltiplichi il dividendo por y, 
e dopo la prima divisione parziale si moltiplichi di nuovo por y per 
continuare la divisione. Allora otteniamo 8(y 2 +3y+2) (x— y) per il 
resto r, /t, . Si divida 1{ per x— y ed il quoziente è yx-)-y s +3y+-l, e 
non vi è alcun resto. 

Cosi le soluzioni delle equazioni proposte consistono, (1) di un 
numero infinito di valori di x ed y che si possono dedurre dalla 
sola equazione te— 1/=0, (2) dal numero finito di valori di x ed y che 
si possono ottenere risolvendo lo equazioni 

!/ l -f3y+2=0 ed y.r+y 2 +3y-f 4=0 

111. La dimostrazione nell’ Art. 276 suppone implicitamente 
che i valori di x ed y siano finiti; però è possibile di avere so- 
luzioni infinite di un’equazione. Supponiamo per esempio che 
(y— 1 )zr* — 2ar-(-y 2 =0; allora finché y non é eguale all’unità i due va- 
lori di x forniti da questa equazione quadratica sono finiti. So y si 
avvicina indefinitamente all’unità un valore di x cresce indefinita- 
mente. Cosi quando y=l possiamo dire che x ha un valore infinito. 

Non abbiamo incluso tali valori infiniti di x ed y nelle nostre in- 
vestigazioni nell’ Art. 270; questi si possono scoprire con facilità 
indipendentemente. Se, per esempio, vogliamo accertare se un va- 
lore infinito di x ò ammissibile, possiamo porre — per x, indi li- 

ai 

berare da frazioni, c supporre .t'= 0-, abbiamo ora due equazioni in 
y, e se esse hanno una radice comune o più radici comuni, questa 
radice o queste radici combinate con un valore infinito di x ^può 
dire che soddisfino le equazioni proposte. 
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XXIII. SVILUPPO UI UNA FUNZIONE IN SERIE. 


279. Supponiamo di avere un’equazione tra due quantità ignote 
x ed y. So potessimo risolvere l’equazione in modo da ottenere i 
valori di y espressi in x, potremmo sviluppare ciascun valore di y 
in una serie procedente secondo le potenze di .r. Andiamo ora a 
spiegare un metodo per effettuare questi sviluppi dei valori di y in 
serie, senza di avere prima ottenuto i valori di y in termini finiti. 

Il metodo nella sua forma completa è dovuto a Lagrange; esso 
fu suggerito da un procedimento dato da Newton clic si chiama il 
Parallelogrammo di Newton. Per l’istoria del metodo, c per la com- 
pleta informazione su di esso, lo studente può consultare le Memo- 
rie del Professore De Morgan nel primo volume del Quarlerly Jour- 
nal of Malhematics e nel nono volume delle Cambridge Philosophical 
Transaclioìis; da queste memorie ò stata tratta la breve esposizione 
del metodo che qui daremo. Una relazione del Parallelogrammo di 
Newton si troverà ancora nella traduzione dell'opera di Newton sulle 
Linee del terzo Ordine di C. R. M. Talbot, pubblicata nel 1861. 

280. Sia dinotata l’equazione da 

Ay a +VyV...+Ky x +...+Sy a = 0, 

in cui A, D, ... K, ... S, sono tutte funzioni di x. Supponiamo di- 
sposti a, ... x, ... o in ordine decrescente di grandezza algebri- 
ca; e durante la investigazione le parole come maggiore e minore, 
massimo e minimo , debbono avere il loro significato algebrico. 

Sia A del grado a, cioè, si supponga x a la massima potenza di x 

che si trova in A; sia B del grado b, ,K del grado k, ,S del 

grado s. 11 nostro oggetto richiede ora la soluzione del problema 
dato nell’Articolo seguente. 

281. Si cerca di determinare tutti i modi in cui si può prendere l 
affinchè due o più dei termini della serie seguente siano eguali e 
maggiori di ciascuno dei rimanenti : 

fl-pot/, ...... k-r^ct, ...... 5-po/. 

Incominciamo dal supporre che t sia -f cc ; il primo termino è 
allora maggioro di ciascuno degli altri. A misura che t diminuisce 
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ciascun termine decresce, ma ciascun termine diminuisce più len- 
tamente di ciascuno dei termini che lo precedono. Abbia t quel va- 
lore pel quale a+al per il primo diviene eguale ad uno o più dei ter- 
mini seguenti. Questo si trova prendendo il massimo valore di l 
che si può ottenere dalle equazioni 

a \a.l=h+ r ^l, a-^oU=c+^t, ... e-)-at=A+xf, ... a + at=s+o/, 
cioè, il massimo valore di l deve essere trovato dal gruppo 


i» - a c— a k - a s —a 

a $ ' a—y a— x ’ a— c ’ 


fc — (i 

Sia il massimo di questi valori, so uno è maggiore di cia- 

<X~ X 

scuno degli altri; o pure se più sono eguali e maggiori di ciascuno 

, . . A— - — ci , , . ,, , . A - * a 

dei rimanenti, sia 1 ultimo di essi; dinotiamo con t. 

a— x a x 


Continui t a diminuire dal valore “ finché k + y.t per il primo di- 
venta eguale ad uno o più degli analoghi termini seguenti. Questo 
valore di t si trova, come sopra, prendendo il massimo valore di t 
che si. può ottenere dalle equazioni 

A-j-xt— / t-Xt, k+x.t=m+ , t U, k+xl—s+al. 


cioè, il massimo valore devo essere preso dal gruppo 

l — k m—k s—k 

x-X ’ x-p. x— o’ 

Sia scelto il più grande tra questi, se uno è maggiore di ciascuno 
degli altri; o pure se più sono eguali e maggiori di ciascuno dei 
rimanenti sia scelto l’ ultimo di essi; dinoti il valore del termine 

, , n—k 

scelto, che supporremo essere - . 


Continui l a diminuire dal valore e si proceda come sopra per 
trovare un altro valore dalle equazioni 

n-fvA=p-fcif, ..i... n+vt=s+ct. 

Questo procedimento deve essere continuato finché si adoperi il 
termine s+al nell’ ottenere un valore di l. 

Cosi vediamo come si possono trovare tutt’i valori convené- 
voli di t. 
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282. Supponiamo ora che yl — r a (o 1 +.4 l ), in cui o, ù indipendente 
dar, ed A t svanisce quando# è infinito: similmente sin 
e così di seguito. Si ponga y—xf(u -f li ) , in cui « è indipendente da 
x, ed U svanisco quando x è infinito. Si sostituiscano questi valori 
nell’equazione proposta tra x ed i/; cosi 

# a+a “(«,-M 4 ) (u+U)*+x b+ V(b ì +Iì t )(u+U )?+. . • 

. ..+x h+ *'(k x + A',) ( ii + Uf-+ . . .-pj* 4a, '(.r J +.9 1 )(» + 0)*=O . 

Poichfe questo deve valore pertutt* i valori di ,r devo valere quan- 
do x è infinito; e ciò non avrà luogo se la più alta potenza di x si 
trova in un termino solamente. In altri termini, la somma dei coef- 
ficienti della più alta potenza di x deve svanire. A questo punto la 
ricerca dell’Articolo precedente, trova la sua applicazione. . 

Per supposizione ~ è il massimo valore ammissibile di I, ed otte- 
niamo per la parte dell’espressione, nel primo membro dell’ equa- 
zione precedente, clic contiene la più alta potenza di x, 

x a+ ar j(«, + -I ,) (u + V)*+ .. . + + A,) (u + Uf J. 

Quando x è infinito il coefficiente di x n+%: devo svanire; questo 
dà la seguente equazione per trovare u, 

a,» 11 -!- -f- /,- 1 i( 3[ =U. 

Da questa equazione si debbono ottenere i valori di u, ed a cia- 
scun valore di u corrisponde un valore di y in cui il termine con 
la più alta potenza di a è uxt. 

Similmente considerando il valore giungiamo alla seguente 
equazione per determinare «, 

A,u x + -)-n,u v = 0. 

Da questa equazione si debbono trovare i valori di «, ed a cia- 
scun valore di w corrisponde un valore di y in cui il termino con 
la più alta potenza di x ò uxt' . 

Procedendo in questo modo, otterremo la più alta potenza di x 
in ciascun valore di y. 

In seguito si adoperi una dello coppie di valori corrispondenti 
di l ed t< che sono stati determinati; si ponga y~x \u + U), e si 
sostituisca questo valore di y nell’equazione primitiva tra ,r ed y. 
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Otteniamo cosi un'equazione tra x cd U o quantità note. Allora 
applichiamo il metodo per determinare la più alta potenza di x nel 
valore di U, e così otteniamo i secondi termini negli sviluppi dei 
divèrsi valori di y in serie procedenti secondo le potenze decre- 
scenti di x. E questo procedimento può essere continuato a piacere-. 


283. Non vi è nulla nel metodo precedente che obblighi gli espo- 
nenti dati a,g, ... c, a,b , ... s, ad essere interi; essi però saranno 
tali quando applichiamo il metodo a determinare i primi termini 
nel caso di equazioni della natura di quelle considerate nel presente 
Trattato. 

Applicheremo ora il metodo ad un esempio. 


Supponiamo che si abbia l'equazione 

y* (** - 3x) -j- y* Or* + 2j-*) - y ( 4 x* + 3) + 3a • = 0 : 

. . b—a c—a . 3—2 

Il gruppo di termini — -, , ... e, m questo caso, 

5 — 2 6-2 a ~'i 


4 — 1 4-0 


4-2’ 

Il secondo e il terzo di questi sono eguali ad 1, che è 
1 

maggiore di - , che ò il valore del primo termine. Così T=l. Quindi 

poniamo y=x(u+U), e sostituiamo nell’equazione proposta. La più 
alta potenza di ir è allora x ù , éd il termine che la contiene ù 

ar*|(u+I0* - 4(u+tf) + 3 j. 

11 coefficiente deve svanire quando x ò infinito; ciò dà 


u*— 4u+3==0. 

È chiaro che u= 1 è una soluzione, e siccome la funzione deri- 
vata 4u 3 — 4 svanisce ancora quando u = l, la radicò 1 ò ripetuta. 
Si divida u 4 — 4u + 3 per (u— l) 4 ; il quoziente è m 4 + 2u-ì-3. Così gli 
altri valori di u sono forniti dall’equazione u 4 -f 2h + 3=0, ed essi 
sono — 1 ± \/ — 2. Concludiamo quindi che l’equazione proposta for- 
nirà solamente due valori reali di y in termini di x, e elio x è il 
primo termine in ciascuno di questi valori quando essi sono svilup- 
pati in serie secondo le potenze decrescenti di x. 

Possiamo ora porre x(l -|- V) per y nell’ equazione proposta, e pro- 
cedere a trovare i valori di V\ riprenderemo fra breve questo 
esempio. 
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284. Le seguenti deduzioni si possono trarre dagli Art. 281 e 282. 

(1) Se a -fa, b + p, ... , A + x, ... , s + o sono tutte eguali, le quan- 
tità t", ... sono tutte eguali all’unità. 

(2) Se delle quantità a + a, ù+p,..., k+x , .... s + c, due o più 
sono eguali o maggiori di tutte le rimanenti, allora l’unità si trova 
tra t', t", ... Infatti è chiaro che 1= 1 è un valore convenevole 
nell’investigazione dell’ Art. 281, poiché questo valore rendo eguali 
due o più dei termini ivi dati, e maggiori di tutt’ i rimanenti. 

Queste due deduzioni contengono la teoria degli asintoti rettili- 
nei delle curve algebriche. 

Nel rimanente di questo Articolo supponiamo che a, 7 

siano tutti interi, e clic 0 sia zero. 

(3) La prima equazione per 1* nell 1 Art. 282 avrà a — x radici, la 
seconda avrà x—v radici, e cosi di seguito; cosi in tutto otteniamo 
a valori pel primo termine di y, come deve essere, poiché l’equa- 
ziono proposta è del grado a in y. 

(-Ì) Supponiamo che i gradi di tutte le funzioni di x da K ad A' 
inclusivamentc siano eguali e maggiori di ognuno degli altri. Al- 
lora tra i valori di y ve ne saranno a— x clic incominciano con una 
potenza positiva di x, e x — v che incominciano con la potenza zero 
di x, e v che incominciano con una potenzà negativa di x. Poiché 
i x — v valori dii/ che incominciano con la potenza zero dia 1 nascono 
dal fatto che per ipotesi il valore 1=0 rende tutt’ i termini seguenti 
eguali e maggiori di ognuno di quelli che li seguono, fc-f xt, l +-Xfc, 
...n+vl. Gli a— X valori di y che incominciano con una potenza po- 
sitiva di x nascono da valori positivi di l, ed i corrispondenti valori 
di 11 ottenuti relativamente agli esponenti a, £,...x. I v valori di y 
che incominciano con una potenza negativa di x nascono da valori 
negativi di I, ed i corrispondenti valori di 0 ottenuti relativamente 
agli esponenti v, ...0, in cui o=0. 

(5) Se .1, D, ... S, sono tutti dello stèsso grado eccetto M, ed M 
è di un grado maggiore dei rimanenti, vi sono a— p. valori di y in 

cui la più alta potenza di x ha l’esponente positivo ^ — -, e jjl va- 
lori di y in cui la più alta potenza di a- ha l’esponente negativo 

m — a 

285. Dove farsi un’osservazione riguardo. all’equazione in U che 
si ottiene quando si cercano i secondi termini nei valori di y\ si 
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vegga l’Art. 282. Supponiamo che si prenda y=x f (u + U), in cui u 
e t sono conosciuti, e si sostituisca questo valore di y nell’equazione 
proposta. Otteniamo cosi un’ equazione in U dello stesso grado 
dell’equazione primitiva in y. Però in generale solamente alcuni 
dei valori di U saranno ammissibili. Infatti, per supposizione, U 
svanisce quando x è infinito, e cosi dobbiamo rigettare ogni valore 
di U che incomincia con una potenza positiva di x o con la potenza 
zero di x. Questi valori rigettati di U debbono appartenere agli altri 
valori di y che pel momento non ci riguardano, poiché per supposi- 
zione noi cerchiamo solamente quel valore particolare di y che in- 
comincia con ujr, o quei valori particolari che incominciano così 
se ve ne sono più di uno, in cui u e l hanno valori conosciuti. 

286. Riprendiamo ora l’esempio nell’ Art. 283. Dobbiamo sosti- 
tuire x(u- f- U) per y, e fare u=l. Otterremo cosi il risultato seguente 
dopo di aver diviso per x, 

U l (a 3 . . .) ■ + f 3 (4 jS. . .) + l’ 2 (Ca s . . .) - V(i (te* . . .) - 2x* = 0 . 

Qui nei coefficienti delle potenze di t’abbiamo espresso solamente 
le più alto potenzo di x. Si formino le frazioni secondo l’Art. 282; 
così otteniamo 

5-5 5-5 4-5 4-5 

4 — 3’ 4 - 2 ’ 7^7 ’ 4 — 0 " 

Qui i primi due termini sono zero, e sono algebricamontc mag- 
giori degli altri; ma un valore zero deve essere rigettato come si ò 
spiegato nell’Articolo precedente. Procediamo perciò nel modo del- 
l’Art. 281, supponendo che x = 0, e che si debba trovare t'. Cosi 
formiamo le frazioni 

4-5 4-5 

2 - 1 ’ 2 - 0' 

()i queste la seconda, che è — - , è algebricamente la maggiore. 

_ i 

Conformemente poniamo U=:ux 2 c per trovare « otteniamo l’c- 

1 

quazione 6u 2 — 2—-0, sicché u = r-. Cosi il primo termine di U 

1 1 . ± 3 

è — — o — ■ Quindi sino al punto ove siamo giunti, abbiamo 

V3x V&r 


/ , 1 

\ ( 

1 \ 

! '=*Q + yS + - 

J o y-x 1 

1 = + ...) 

y3.r / 
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‘287. La natura dei valori di U si può vedere esaminando la for- 
mazione doli’ equazione generale in U. Poniamo prima x l u per y ed 
indi mutiamo u in u-f U. Quando poniamo afu per y il primo mem- 
bro dell’equazione proposta prenderà la forma 


X, («) x n > + x a («) x ” » + Xj («) x n * + 

si suppongono in ordino decrescente di gran- 
dezza. Si dinoti quest’espressione con o(u); allora l’equazione ih 
U sarà cp(u + t r ) = 0. Supporremo gli esponenti di y nell’equazione 
proposta interi positivi. L’equazione in U si può scrivere 






1 

in cui a_ sta per j— c 

L® 


+ 9,{/+ 9 = 0 , 

a (u), ed analogamente per 9 tt _,, , 


Ora se nessun valore particolare fosse assegnato ad u, i coefficienti 
dello diverse potenze di U nell’equazione precedente sarebbero Fun- 
zioni di x, tutte dello stesso grado, cioè n,. Così per l’Art. 284 i 
valori di V incomincerebbero tutti con la potenza zero di x. Ma se 
w è tale che Xi (u) = 0 , la funzione 9 è di un grado inferiore in x 
in paragone della funziono cp,; quindi uno dei valori di U incomin- 
cia con una potenza negativa di x, cioè, con E questo è 

il valore di U di cui andiamo in cerca, poiché x,(«) = 0 è l’equa- 
zione dalla quale si deve trovare u secondo il nostro procedimento. 
Se però l’equazione y t (u)=0 ha radici eguali, otteniamo più di un 
valore convenevole di V. Supponiamo, por esempio, che la radice 
particolare che abbiamo scelta si trovi quattro volte; allora 9 t sarà 
del grado n, in x, mentre 9 S , 9 ^ 9 ,, 9 , saranno solamente del gra- 
do n». Quindi, per l’Art. 284, vi saranno quattro valori convene- 
voli, ciascuno che incomincia con x elevato alla potenza negativa 

~ 4 ("i-»*)- 

Abbiamo qui supposto che 'faiu) e lo sue funzioni derivate non 
svaniscano per il valoro di « che si considera. 


288. In ciò che abbiamo finora detto abbiamo investigato valori 
di y che procedono secondo le potenze decrescenti di x. Così se il- 
lustriamo i nostri risultati con la geometria, e supponiamo trac- 
ciate le curve corrispondenti ai valori di y espressi in x, il primo 
termine della serio che abbiamo trovata per un valore di y esibirà 
la natura della curva ad una grande distanza dall’origine. 

Ma il metodo si può anche applicare a trovare i valori di y che 
procedono secondo le potenze crescenti di ,r, sicché il primo termine 
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in un valore di ij esibirà la natura della curva nello vicinanze del- 
l’origine, quando la curva passa per l’origine. 

Per applicare il metodo a trovare i valori di y che procedono se- 
condo le potenze crescenti di# dobbiamo fare semplicemente le mu- 
tazioni seguenti. Dobbiamo supporre a, ,.. a disposti in ordino 
ascendente di grandezza algebrica; efl A t deve svanire quando sva- 
nisce x e non quando x è infinito, sicchò x a deve essere lapin bassa 
potenza di a- in .4 e non, corno prima, la potenza più alta ; un si- 
mile cambiamento di significato si deve fare in Il t e b, e nelle ri- 
manenti quantità analoghe. 

Allora quando t ò -f <x> le seguenti quantità sono in ordine ascen- 
dente di grandezza, u + al, b + $t, ... k+xt, ... s+at. 

Como sopra, il massimo valore di t si deve trovare dalle equa- 
zioni 

a+al=b+$l, a-f-atec+'ff, ... a-j-a l-k+xt, ... a+af=J+o/. 

XXIV. TEOREMI DIVERSI. 

289. Nel presente Capitolo riuniremo varii teoremi importanti, i 
quali forniranno esempi di molti dei principii stabiliti nelle pa- 
gine precedenti. 

Dimostrare che l’equazione seguente non ha radici immaginarie, 

A 2 , fi* C* A’* , A 

x—a x—b x—c x—k 

Se à possibile supponiamo che p -f q V— 1 sia una radico; allora 
})— 9 V — 1 6 anche una radice. Si sostituiscano successivamente 
questi valori per # e si sottragga un risultato dall’altro; cosi 

( A 2 lì 2 C* K 2 ) 

9 ((p-a)*+5*. + (p— + (p— c) 2 +g* ^ (p-k) 2 +q 2 \ 

a questo è impossibile a meno, cho- non sia </ = 0. • 

0 pure possiamo dimostrare il teorema cosi. Si dinoti il primo 
membro dell’equazione proposta con ìf(x), c si suppongano o, b, 
c, ... k, in ordino crescente di grandezza algebrica. Quando x è 
poco più grande di a il primo termine di cp(r) ò molto grande e po- 
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sitivo, c prendendo x sufficientemente vicino ad « possiamo assi- 
curare un valore positivo per cf(x). Quando lè un poco minore di 
b il secondo termine di cp(j-) è molto grande e negativo, e pren- 
dendo x sufficientemente vicino a b possiamo assicurare un valore 
negativo per <f(x). Così <f(x) cambia segno per qualche valore di x 
tra a e b. Similmente, %(x) cambia segno per qualche valore di x 
tra b e c; e così di seguilo. In questo modo possiamo mostrare che 
le radici dell’equazione <j(x) = 0 sono tutte reali e disuguali. 

La forma in cui è presentata l'equazione o(x) = 0, ci abilita a 
riconoscere più facilmente la proprietà, che dobbiamo dimostrare. 
Ma il nostro risultato non sarà mutato se liberiamo l’ equazione da 
frazioni, in modo da ridurla alla forma normale - , cioè, nel fatto, se 
invece di ^p(x) = 0 consideriamo l’ equazione 

<f(x)(x—a)(x — b)(x—c) ... (x — k) = 0 . 

290. Trovare i valori delle n quantità x„ x 2 , x 3 , .., x n dalle n 
equazioni seguenti-, 

.r,+x 2 ->-x 5 4-...-t-x rt ^0, 
a,x, +o,r 2 -1- e 3 .r 3 4- . . . +e„.r„= 0, 

"t- 4- a^'Xj -f- . . . *r — 0, 


a , n ~ 2 x, + a ì 1 ‘~-x t + fl 3 " _i J - 3 -f . . . -ì- a”~ l x n — 0, 

+ a 1 "~ , x ì + o 3 " _, x 3 + . • • + a H n ~ , x n = b. 

Si moltiplichino queste equazioni rispettivamente per c w _,, c w _.,,... 
Cj, c,, 1, in cui c„_,, e„_ 2 ,...c 2 , c t , sono per ora indeterminate, e 
si aggiungano i risultati. Si prendano c n _ t , c„_ 2 ,...c 2 , c v tali che 
i coefficienti di x t , x 3 ,...x n , svaniscano; allora 

MV -1 + c,a 1 ’ l_i + tyi," -3 -!- ... +c n _ 2 o I + c n _ l )=6. 


Dalla supposizione rispetto a c„_,, c„_ 2 ,...c 2 , c,, ne seguo che a t , 
« 3 ,...a„ sono le rollici dell’equazione 


="-• + c,:"** + V"" 3 + • . . + c h _ 2 = + c„_, = 0. 


Quindi il primo membro di questa equazione è identicamente 
eguale a 

(; - a t )(z — e 3 ì ... (: — «„) . 
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Onde sostituendo a, per : l’equazione che determina x t si può met- 
tere nella forma 

ir, (a, - «,)(a, -a 3 ) ... (a, — ej = b. 

Cosi ir, ò conosciuto; ed i valori di x t , x s ,...x n , si possono dedurre 
per simmetria. 


291. Si cercano i valori delle ?» quantità ir, y, z,... dalle n equa- 
zioni seguenti, 


x y 

■+— — + ■ 


k, — a A, — b A, — c 

x y z 

1 _ 1 

” Or 1, b — C 


... — 1 , 
+ ... -= 1 , 


X 





+ ... = 1 . 


Possiamo riguardare lo n quantità A,, A s , ... k n come le radici della 
sola equazione 


x 


A — a 


+ 






che ò deir?i m0 grado rispetto a k. Si ponga k — a—l\ ne seguirà elio 
a — A,, a — k t , a — k~,... sono le radici della seguente equazione in I, . 

x y s 

1-i 1 - 1 -f ••• = 0. 

I l -f- b — a l + c — a 

Si moltiplichi pei prodotto dei denominatori in modo da porre que- 
sta equazione nella forma ordinaria; così 


l n + A t l n ~* + -V"" 2 + ••• + A n = 0, 
in cui il termine indipendente da t, cioè A n , è x(b — a)(c — a ) ... 
Quindi, per l’Art. 15, 

(a — k t )(a — A 2 ) (a — A s ) ... = (- 1 ) n x{b — a)(c—a) .... 

. . (a — A,)(a — A 2 )(a — k s ) ... 

cioè, x = 

(a-b){a - c) ... 

Da questa espressione si possono dedurre i valori di y,z,... con 
cangiamenti simmetrici nelle lettere a, b, c 

Grunert’s Archiv dcr Mathcmalikvnd Physil;, Voi. xxm p. 235. 
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292. Dimostrare che la somma dei prodotti delle n quantità 
c, c-, c 3 , ... c\ prese m alla volta è 

(c n - - i) ... (c«-*+« _ 1) «(Hill 

(c — l)(c 2 — 1) ... (r, m — 1) C * ‘ 


Si ponga- 

(i+c)(a:+c*). . . (a-+c n )=T , *+p | a-" _, +. . . +]>„_, X +P n ( 0 • 

Allora per l’Art. -15 dobbiamo trovare il valore di p m . In (1) si muti 
x , ■ 

x in - e si moltiplichi per c"; cosi 

(x+c J )(^+c 3 ) .. .(a;-Pc n+, )=a:"+p,cj n-, +. ..+p„_,c , '- , «+p J1 c“. . . (2) . 

Da (t) e (2) otteniamo 

(* + c*«)(a*+p f *» ,i * + ... +p n _,x+p H ) 

= (J + ... +p n _ t c n ~ i x+p ìl c"). 

Si eguaglino i coefficienti di x n ~ m+t nei due membri di questa 
identità; così 


Onde 


P» + 


e ” +, Pm-« =Pm c ’ n +P w _,C m ; 

c M( c n-in+ 1 

Pm —Pm-t c m _ | 


- 1 ) 


. . . . (3). 


». c(c n 1) 

E p,=c + c 2 +.i. + c h = — - — allora per mezzo di (3) possiamo 

determinare successivamente p 2 ,p 3 , p 4 ,...; e così arriveremo al ri- 
chiesto valore di p . 


293. Siano n quantità a, b, c,..i; dinoti s n la loro somma, s, ( _, 
la somma di n — 1 tra esse, o così di seguito; e dinoti 5 

(b/- * (v-,) r + s (W - • •• + (-i) n_, s (s,) r . 

Qui Z (s m ) r dinota la somma di termini tali come (* m ) r formati col 
prendere tutte le possibili scelto di m quantità tra le n quantità 
a, b, c, ... Allora dimostreremo che 5 = 0 se r è minore di n, e che 
5 è divisibile per abe ... se r è eguale ad n o maggioro di n\ ed in 
particolare che 

5 = [n abc . . . , quando r = n, 

\n -f- 1 

ed 5 = ; (q-|-à4-c-f...)a7>r..., quando r=n-}-l. 
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Possiamo dividero S in due parti, una parte in cui a si trovi in ogni 
termine ed un'altra parte in cui a non si trovi adatto. Possiamo 
scrivere la prima parte così, 

(g r - s,(5„_,) r + s l (» J _ s ) i ’ ir-v, 

e la seconda parte così, 

- £ 2 (*»-i) r + Z*(*_*) r - ... + (- 
in cui 1, indica alcuni dei termini inclusi primitivamente nel £, <’ 
ìl 4 indica i rimanenti. Ora si supponga a = 0, ailora S svanisce; in- 
fatti abbiamo ili questo caso 

W r -2,(^_,) r = o, 

“l( S fl-») r — “l( S »-3) r = *’> 


Similmente, possiamo dimostrare che S svanisce quando b = 0, e 
quando c — 0, e così di seguito. Còsi conchiudiamo che S è in ge- 
nerale divisibile per ciascuna delle quantità a, b, c,... e quindi pel 
loro prodotto. Ma il prodotto sarà di n dimensioni, e quindi se S 
ha meno di n dimensioni essa dovrà essere identicamente zero. E 
siccome S è di r dimensioni ne segue che S svanisce quando r è 
minore di n, ed è divisibile per abc... quando r non è minore di n. 

Quando r — n abbiamo perciò S — \abc ..., in cui X à una quan- 
tità numerica che si deve determinare. Per determinare X suppo- 
niamo che a, b, c,... siano tutte eguali all’unità; allora S diviene 

» n — n(n — 1) B + — - — ! (n — 2) n — ..., 

1-2 

cioè |_n, per V Algebra. Si veggano le Aggiunte, Gap. vi. 

In seguito, si supponga r= n 4- 1 . Allora S è divisibile per abc. . . ; 
e siccome 5 è di n 1 dimensioni; essa deve avere un fattore che 
è di una dimensione e simmetrico rispetto ad a, b, c...; questo fat- 
tore deve essere perciò a + b 4- c 4- ... 

Quindi S = ilabc...(a 4- b 4- c + ...), in cui p h una quantità nu- 
merica che si deve determinare. Per determinare p supponiamo che 
a, b, c, ... siano tutte eguali all’unità; allora .S diviene 

„«+« _ „( n _ {)»+> 4- (n - 2) B+ ' - .... 

!" ' 1 

e questa deve eguagliare pn. Quindi, per V Algebra, abbiamo p- — — • 

2G 
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294. Dinoti [c] P l’espressione c(c — l)(c — 2) ... (c — r -f 1), <iua- 
lunque sia c; allora sarà 

|a+6] ;l =[a] n + n [a] n _,6-f — - [a] n _ 2 [è] ì +. • •+[*!„• 


Infatti supponiamo che a sia un intero positivo; allora sappiamo che 
questo teorema ò vero per ogni valore intero positivo di b, poiché 
esso segue dall’ e gu agli are i coefficienti di x in (l-j-x) 0+6 ed in 
(i + x)°X(l + x) 4 . Quindi siccome questo è vero per più di n valori 
di b esso è identicamente vero per l’Art. 39; cioè, quando a è un 
intero positivo il teorema 6 vero per tuli' i valori di b. Allora poiché 
osso è vero per ogni valore intero positivo di a, esso è vero per* 
più di n valori di a, e quindi per l’Art. 39 esso è vero per lult’i va- 
lori di a. 

Così possiamo dimostrare il teorema proposto, ammettendo il 
Teorema del Binomio per un esponente intero positivo ed anche il 
Teorema deU’Art. 39. Il teorema è alle volto chiamato dal nome di 
Vandermonde. Il teorema è richiesto nella dimostrazione di Eulero 
del Teorema del Binomio per un esponente qualunque, e come ben 
si conosce, vi è stabilito fondandosi sul principio della permanenza 
delle forme equivalenti. 


295. Sia o(x) — 0 un’equazione che ha una radice a, sicché pos- 
siamo supporre <f(x) — (x — a) (x); allora 


,0 " ~ lo 3 (' + lo " ( T ) - 

— G + »+-») +io «+«- 


o (x) 

Supponiamo che log- 1 — si possa sviluppare in una serie che con- 

X 

tiene potenze positivo e negative di x, e che logiji (x) si possa svi- 
luppare in una serie che contiene solamente potenze positive di x; 
allora ammettendo l’identità dei due membri dell’equazione otte- 
niamo questo risultato. 


— a = al coefficiente di 


1 

X 


nello sviluppo di log 


g(x) 

x 
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296. Il teorema dell’Articolo precedente ò dato da Murphy nella 
sua Tlitiory of Equations ed illustrato con esompii; si veggano le 
sue pagino 77—82. La dimostrazione del teorema è imperfetta, poi- 
ché le serie infinite possono essere divergenti; ma il teorema è di 
qualche importanza. Esso era stato notato prima che Murphy vi ri- 
chiamasse l’attenzione; si vegga il Differenlial and Integrai Calcititi s, 
di Do Morgan, pagine 328 o 644, ed anche il P liilosophical Magatine 
per Giugno 1848, pagina 421; secondo l’ultima opera il teorema fu 
dato da Lagrange nel 1768. 

Sembra che il procedimento fornisca la più piccola radice dell’e- 
quazione alla quale è applicato; e si può assegnare qualche ragione 
di ciò. 

Infatti supponiamo che lo radici dell’ equazione o (x) = 0 siano 
a, b, c, ... in ordino crescente di grandezza. Allora 


tf(x) = A (x — a) (x — b)(x — c).... 
in cui A ò una costante. 

in cui B è una costante. 


Poiché a è la più piccola radice dell’ equazione cp(x)=:l>, se x cade 
tra a e b gli sviluppi di 

ipg(t-?), log(l-j). log(l-£) 

a(x) . 

daranno tutti sèrie convergenti ; e quindi vediamo che log — — si 

può sviluppare nella forma richiesta in un modo che ò aritmetica- 
mente intelligibile c vero. Allora siccome x può avere ogni valore 
tra a e b possiamo, per una naturale estensione della teoria dei 

. 1 

coefficienti indeterminati, cmiapliare il coefficiente di - nello svi- 
ate) * 

luppo di log- 5 -—' a — 

Jj 

Nello stesso modo come il coefficiente di - nello sviluppo di 

q(x) x 1 

log- 5 — si è veduto essere —a, vediamo che il coefficiente di —r. è 
x r 

a n 

; cosi possiamo determinare il valore di ogni potenza intera 

n 

assegnata della minima radice dell’equazione ip (.?•) 0 . 
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MU7. Per esempio, si cerchi una radice dell cij inazione 
x n + cx — b — t). 



Dobbiamo ora scegliere i termini che contengono - : otterremo un 

x 

tale termine das, da z n+ \ da 3 a '* + *, e cosi di seguito. Quindi tro- 
veremo per la radico la serie 

b b w i inb m ~ t 3n(3n— 1) ti 3 " -1 _ 

c c n+1 + 2 c a, * + * 2 T 3 ^I + 

208. Sia 9 (a;) = () un’ oq nazione di cui a,, a», •••«„,, sono radici, 
sicché possiamo supporre 

? 0) = (x — «,) (x— flj) . . . (x - a m ) (J»(ari; 

Si prendano i logaritmi dei due membri; allora, come neirArt.295, 

1 

conchiudiamo che - {a i -\-a ì - f . . . +«„,) è eguale al coefficiente di - 

rr( r \ & 

nello sviluppo di log . Si vegga la Tlieory of Equalions di Mur- 
phy, pagine 82 ed 83. 

Come nell’ Art. 290 possiamo conchiudere che il procedimento 
darà la somma dolio m radici più piccole. 

299. Daremo ora alcuni teoremi intorno alla decomposizione di 
una frazione razionale in altro frazioni, le quali rispetto alla frazione 
originaria si dicono frazioni parziali. 
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Supponiamo che a(x) sia una funzione di x dell’»" 10 grado; siano 
le radici dell’equazione 9(1) =.0 tutte disuguali e siano dinotate con 
a, b, c, ... k. Sia <|>(#) una funzione di x che è dell’fn— l) m0 grado 
o di un grado inferiore. Allora la relazione seguente sarà identica- 
mente vera, 

A (x) A II C K 

— r~ — 1 -, + b -i : , 

9 (#) x— a x—b x—c x—k 

purché dei valori costanti convenienti siano assegnati &dA,ll,C,..K. 

Infatti affinché questa relazione sia identioamentc vera è neces- 
sario e sufficiente che sia identicamente vera la seguente 


A(.r) = A 


<?(*) 

x—a 


x—b 


<?(x) 

x—c 


+ A’ 


s(j') 

x—k 


I membri di questa equazione non sono di un grado superiore a 
quello espresso da ri- 1, quindi la relazione sarà identicamente 
vera se si possono trovare n valori di x per i quali essa è vera; si 
vegga l’Art. 39. E scegliendo convenientemente A, B, C, ... K la 
relazione si può rendere vera per gli n valori a,b,c, ...k, di x. In- 
fatti si supponga x — a, allora tutt’i termini del secondo membro 
svaniscono, eccetto quello che contiene .1; ed otteniamo 


cioè, per l’Art. 74, 


<K«) - 4 


fffàl 

U-aì x ^ a ’ 


<1 /(«) = -!?'(«)• 


Questo determina .4; c simili valori si troveranno per lì, C, ...A'. 


300. Supponiamo in seguito che ò(x) non sia di un grado infe- 
riore a quello di %(x). Con la divisione ordinaria possiamo ottenere 


<Rf) 

<?(*) 


= F(x) + 


f(f} 

?(*)’ 


in cui F(x) od f(x) sono funzioni intere di x, ed f(x) è di un grado 

f(x) . 

inferiore a quello di <f(x). Possiamo allora decomporre — - in fra- 
zioni parziali nel modo mostrato nell’Articolo precedente. 


Poiché abbiamo 

$(x)-z(i )f(x) r f(X) ; 
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ne segue che i{/(x) cd f(x) hanno lo stesso valore quando <f(x) svani- 

. ( !/(,r) 

sce. Quindi le frazioni parziali corrispondenti a , determinate 

col metodo dell’ Art. 299, si possono trovare senza dividere prima 
à(x) per cp(.r) ; però non dobbiamo omettere la parte F(x) se voglia- 


mo ottenere il valore completo di 


; <K r ) 


<?(*) 


301. Varie identità algebriche si possono stabilire per mezzo dei 
principii dei due Articoli precedenti. 

Per esempio, se n è un intero positivo qualunque 


|_n ini 

(x -f* 1) (#4- 2) ... (x-\-n -|- 1) x + 1 1 x-t 2 

n(n— _•) _1_ _ (-Q" 

1-2 x + 3 •••••• ìf -f- -4- 1 

Infatti possiamo supporre che il primo membro sia messo sotto 
la forma 

, ^2 . A- s A n+i ' 

x -pi x+Z a: + 3 I5 + H+1 


e quindi possiamo determinare A t , .4 2 , ... A u+Ì : ciò si effettua mol- 
tiplicando i due membri per 


(a;+l)(x + 2) ... (j+n+l), 

e poi sostituendo successivamente per x i valori — 1, —2 

Ancora, se n ò un intera positivo qualunque 


1 ?i n (n — 1 ) 

. .r-pl (j+1)(j;-(- 2) (# + 1) (x+ 2)(x+ 3) 

(— 1 ) n L« 1 

(j+1)(j;- 1-2) ... (x + n + l) x+n+ 1 

Infatti possiamo supporre che il primo membro sia messo sotto 
la forma 

. .j , . ■*nt-i . 

x p ì a? -j- 2 a: +3 'r -p n -f 1 
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si moltiplichino i due membri por (#+ 1) (x+ 2).. .(ar+n-f 1) e poi 
si sostituiscano successivamente per x i valori — 1, —2,... Così 
otterremo 


A 1= (l-1)*=0, 


.4 2 =>i(l-l) n - , =0, 




e procedendo così troviamo che .4j, .1 2 , ... A a sono tutti zero, e che 
Ancora, se m è un intero positivo qualunque 


(1 -y) m 



m 

(ar+1) (a?+2) 


y 

i-y 


1 

x + 1 


m / y Y. 

(aH- l)(a:+ 2) (<r+3) \1 —y) * 

L» /jl V i 

(#+ 1) (ar-f 2) ...(x+m+l)\l—yJ ) 

my ih ( mi — 1) y- ’ (— l)'"iy m 

•r+2 ~ 1-2 ir+3^" ' x+ m+f 


Questo si può dimostrare nel modo già mostrato supponendo chd 
il primo membro sia messo sotto la forma 


i i 2 . .» | , m-t-i 

7 i rH 75+ 1 ; “7 • 

x-\-l #-J-o x+m4 - 1 

allora deduciamo 

A t =.(l-y+y) m =ì, 

A t -~wj (1 — '= -my, 

e cosi di seguito. 

1 0 pure possiamo stabilire questo risultato per mezzo del secondo 
esempio. Infatti se sviluppiamo il primo membro secondo le po- 
tenze di y, e paragoniamo i coefficienti di y* nei due membri, li 
troviamo eguali pel secondo esempio. 

302. Negli Articoli 299 e 300 abbiamo dato separatamente la 
decomposizione di una frazione razionale quando il suo denomi- 
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Tintore non ha fattori ripetuti, a motivo doli» semplicità del risulta- 
to; essa è però solamente un caso particolare della ricerca generale 
alla quale ora passiamo. 

Supponiamo che a(x) sia una funzione di x che contiene fattori 
ripetuti; per esempio, sia 

o(x)=p 0 (x—a) r (x - b'f{x—c). . . (x—k)i 


e sia <5>(ir) un’altra funzione qualunque di x. Allora l'espressione 
di (j) , 

- — si può risolvere nelle seguenti parti. 

9 (*) ■ 


(1) Ogni fattore a—k che non è ripetuto darà origine ad un solo 
K 

termine — - . 

X — K 


(2) Il fattore (x—a) r darà origine alla serio di termini 


: + ! + 2 1- + -CTL1. 

(x—a) (x—a) 1 ( x—a) r 2 x-a 

Una simile serie di termini nascerà da ciascuno degli altri fattori 
ripetuti. 

(3) Vi sarà ancora un’ espressione intera se fy(x) non ò di un 
grado inferiore a quello di if(x). 

Infatti supponiamo cp(x) — (x — a) r y(x ) ; allora abbiamo identica- 
mente, qualunque sia A, 


ty(x) _ A <}i(x) — A y(x) 
c(x) (x—a) T (p(x) 

Ora sia A determinato dall’equazione di (a) — A y (a) =.() ; allora 
'■Jifx) — Ay(x) svanisce quando x = a, ed è perciò divisibile per x—a. 
Vuindi con (Jilesto valore di A possiamo porre 


è quindi 


- A y (r) =(> — 0 ) 6 , (x ) , 

<y.r) A ì,(3-) 

(x — af ‘ (./■ u) r ’yi./i 
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Nello stesso mòdo possiamò decomporre l’ ultima frazione ed ot- 
tenere 

<!>«(*) _ a ì , 

(.r — a) r- */_(ar) (x — a) r- ’ (x — a'jH^yJx) 

Procedendo in questo modo si stabilisce il risultato richiesto. 

303. È facile mostrare secóndo il modo dell’ Art. 37 che vi è uriti 

sola maniera di decomporre - — - in una funzione intera, ed in una 

serie di frazioni parziali ciascuna delle quali contiene solamente un 
distinto fattore nel suo denominatore. Quindi conchiudiamo che il 
risultalo ottenuto deve essere lo stesso qualunque sia l’ordine nel 
quale lo operazioni sono condotte, cioè, qualunque sia il fattore 
che per il primo si considera. 

Praticamente il miglior modo per determinare i numeratori delle 
frazioni parziali sarà spesso il seguente. Si ponga x — a-j-A; còsi 

$(g) _ ty(a + h) 

9 (x) (x — àfy(x) h r '/S a + A) ' 

ò(ct -f- A) 

ora si sviluppi con qualche metodo algebrico J ^ — secondo le 

potenze di A, e secondo la notazione già usata il risultato deve 
essere 

^' a + / | l) = A+A i k + A t A* + AjA* + 

y(a + A) 


Cioè, A deve essere il coefficiente di A”* nello sviluppo di 




yja+h) 


secondo le potenze ascendenti di A. 

Similmente si possono determinare i numeratori delle altre fra- 
zioni parziali. 

3<44. Negli Articoli seguenti daremo alcuni teoremi relativi ai 
limiti delle radici di un’equazione; essi furono comunicati allo 
scrittore dal Professore De Morgan, in una lettera datata Feb. 6, 
4858. 


305. Il teorema seguente relativo ai limiti delle radici di un’e- 
quazione si troverà includere due di quelli che sono dati nel Gap. vii, 
ed aggiungere qualche cosa ad essi. 
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Sia f(x) —p 0 i A p l x n ~* + ...+p n _ t x +p n ‘, allora procediamo ad 
investigare un limite supcriore delle radici positive dell’equazione 
/•(*)=«. 

Sia a eguale al coefficiente del primo termine, o a qualche cosa 
minore; sia 6 eguale al più piccolo dei coefficienti positivi che se- 
guono immediatamente, e precedono qualche coefficiente negativo, 
o a qualche cosa minore; sia c eguale al valore numerico del coef- 
ficiente negativo numericamente più grande, o a qualche cosa mag- 
giore. Supponiamo che sia il primo termine con un coeffi- 

ciente negativo. Allora f(x) è certamente positiva quando l’ espres- 
sione seguente è positiva, 

ax' l + b(x tt ~ l 4- e (j ?" - * -1 + ... 4-jp-M), 


cioè, quando l’espressione seguente è positiva, 

r n - k -\ 


ax 11 + b 


x n - x n ~ k 


x— 1 


x — 1 


cioè, supponendo x maggiore dell’ unità, quando 
ja (x — 1) 4- b j x n —(b 4 c)x n ~ k + c 
è positiva, cioè, a forliori, quando 

| a (.r — 1) 4- b j zP— (6 4- c) 

è zero o positiva. 

(1) Si prenda 6—0, e sia c il coefficiente negativo numericamente 
più grondo; allora f(x) è positiva se a (i— 1) — c è zero o positiva, 

Q 

cioè, se x— 1 4-- o a qualche cosa maggiore. Si vegga l’Art. 87. 

(2) Si prenda 6=0, e sia c il coefficiente negativo numericamente 
più grande; allora f(x) è positiva so a(x— 1 )x k — c è zero o positiva, 

e quindi a forliori se a(x — 1)* +1 — c è tale; cioè se a = 1 
o a qualche cosa maggiore. Si vegga l’Art. 89. 

(3) Si ponga zero per a; allora f(x) è positiva se bxP— (6-fc) è 

• i 

zero o positiva, cioè, se x=( 14-y j o a qualche cosa maggiore. 
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Questo è un nuovo limite, il quale può essere minore di quello 
in (2) quando b si può prendere maggiore di p Q . 

(4) Se a non è maggiore di b abbiamo f(x) positiva se 

| a(x — 1) + a ja ,k — (a + c) 

( . c\*+i 

o positiva, cioè, soa;=l 1 + -^ o a qualche cosa maggio- 
re. Questo fornisce un limite minore di quello in (3) sempre che b 
non si può prendere grande quanto p 0 . 

(5) Supponiamo che b non sia minore di c; allora da (3) ottenia- 


e zero 


mo 2 come un limite superiore. 

(6) Supponiamo che a non sia minore di c; allora da (2) ottenia- 


£+i 


mo 4 + 2 come un limite superiore. 

(7) Supponiamo che nè a nè & sia minore di c; allora da (4) ot- 




teniamo 2 come un limite supcriore. 


306. Daremo un altro teorema su i limiti delle radici delle equa- 
zioni. Esso è fondato sul modo di calcolare il valore di un’espres- 
sione della forma ax n + Ar" -1 + cx n ~ ì + ... per un valore assegnato 
ad x, che abbiamo spiegato nell’ Art. 5. Se 0 dinota quel valore as- 
segnato il calcolo determina successivamente 

aO, aQ + &, (a0 + b)0, (aO + b)0+c, 

Sia f(x) — 0 l’equazione. Si ordini f\x) in gruppi, ciascun gruppo 
essendo formato di tutt’i termini positivi che vanno insieme seguiti 
da tutt’i termini negativi che vanno insieme prima dei termini po- 
sitivi seguenti. Cosi, scrivendo solamente i segni, se si suppone di 
avere la successione, 

+ + + -++ + + , 

allora i termini saranno ordinati in gruppi cosi, 

(+ -i )> (H — )i (+ -1 ), (-i ). +• 
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11 primo gruppo racchiuda le potenze di x da a" ad a" - * l’una e 
l'altra inclusivamente. Si supponga rimosso il fattore x n ~ k con la 
divisione. Si prenda per tentativo 0 come un valore di a-, e si cal- 
coli il valore quando del quoziente dopo la divisione por x*~ k . 
Se il risultato ò positivo si dinoti con .4,, e si ponga A t j^~ k al prin- 
cipio del gruppo seguente. Supponiamo che questo gruppo si esten- 
da sino al termine che contiene x H ~ l . Uopo che A t x n ~ k è stato messo 
innanzi al secondo gruppo si divida per.r” -/ , e si trovi il valore del 
quoziente quando a , = 0. Se il risultato è positivo si dinoti con A t e 
si ponga yl 2 a• H_, al principio del gruppo seguente; e cosi di seguito. 
Se tutt’i risultati sono positivi sino all’ultimo, 0 è un limite supe- 
riore delle radici positive. 11 numero 0 da tentare può essere scelto 
con una delle regole più facili, rammentandosi che non è probabile 
si debba richiedere un numero molto più grande del limite supe- 
riore trovato col considerare solamente il primo gruppo. 

l’or esempio, si prenda adequazione del 18° grado. Scriveremo 
solamente i eoeflicienti, in gruppi, 

(7 4 4+3— 80— 100)4-(20— 100)+(3H-2+l— 40— 4000 1000) 
-K70-8000-2000)+(1000— 100-4000). 

Qui dal considerare solamente il primo gruppo vediamo che 2 è 
troppo piccolo; tenteremo 3. Procediamo a calcolare il valore quan- 
do ,r = 3 di 

7j<-f 10^+3^-80^—100 

; 4 3 - 80 - tuo 

7 25 78 151 362 

l'osi .1 j — 302 . 

Procediamo a calcolare il valore quando x — 3 di 
302.r* -j- 2 tu- - 100 
302 20 - 100 

362 1100 3218 

l’osi .4*--; 3218. 

Dobbiamo in seguito calcolare il valore quando 3 di 
3 2 1 8.t B -f 3.r J + 2x < 4-x a — 40 j*— 1 0U0a? — 1 000 


K però sufficientemente ovvio ora che otterremo risultati positivi 
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da dinotarsi còri d 3 , .1 4 , od A s ; sicché 3 è un limite superiore delle 
radici positive. 

In questo esempio la regola dell’Art. 90 darebbe 1+ •yyjy-- che è 

più di 70; e la regola dell’ Art. 89 darebbe ì + che è più 

di 11. 

Ciò che segue è una breve dichiarazione del teorema. Si divi- 
da l’intera espressione in successive porzioni positive ed intere, 
A p — B „+0 r — p, q, r, s , ... rappresentando gli ultimi espo- 

nenti di x in ciascuna porzione. Si divida A^ — B^ perx 9 , c si de- 
termini un valore di x, che diciamo X, il quale renda il quoziente 
positivo; sia l questo quoziente. Si divida Ix^A- C r — D t pera;'', e si 
determini un valore di x, che diciamo p, il quale è forse non mag- 
giore di X ma non deve essere minore di X, che renda il quoziente 
positivo; sia m questo quoziente. Si continui il procedimento con 
mx* + E t — F u , e così di seguito sino alla line. L’ultimo valore di x 
adoperato è maggiore di ogni radico dell’ equazione; ed il primo 
valore di x, cioè X, è molto spesso anche l’ultimo. 


XXV. TEOREMA III CAl'CIIY. 


307. Dedicheremo questo Capitolo alla dimostrazione di un note- 
vole teorema dato da Cauchy, l’oggetto del quale si è di accertare 
quante radici reali o immaginarie cadano tra limiti assegnati; in 
fatti il teorema si propone di effettuare rispetto alle radici in gene- 
rale ciò che il teorema di Sturar effettua rispetto alle radici reali. 

308. Presi ad arbitrio due assi rettangolari, siano x, y lo coordi- 
nate di un punto qualunque. Sia <f(z) una funzione razionale di s; 
allora y(x + y\! — 1) può essere espressa nella formap-f^V — 1. Un 
punto le coordinate del quale sono tali che p c q svaniscano simul- 
taneamente, si dirà un panie radice. Si descriva un contorno qua- 
lunque ABCB\ allora il numero dei punti radici che cadono nell’in- 
terno di questo contorno sarà dato dalla regola seguente. Si muova 
un punto lungo questo contorno nella direzione positiva, e si noti 

quante volte - passa poi valore 0 e cambia il suo segno; supposto 
che il cambiamento avvenga A volte dal + al — , ed / volte dal — 
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al + ; allora il numero dei punti radici che cadono nell’interno del 
contorno è -(& — 1), 



Si deve osservare che il contorno è supposto preso in modo che 
nessun punto radice cada su di esso; inoltre se una radice immagi- 
naria dell’equazione <f(z)=.0 è ripetuta due, o tre, o più volte, con- 
sideriamo di avere due, o tre, o più punti radici, benché questi 
punti coincidano. Pel movimento nella direzione positiva intendia- 
mo che un raggio vettore condotto da un punto (isso nell’interno 
del contorno al punto mobile descriva un angolo positivo eguale a 
quattro angoli retti, mentre il punto mobile percorre il contorno. 

11 teorema si dimostra considerando il caso di un contorno infi- 
nitesimo, e poi il caso di un contorno finito. 

309. Si prenda un punto qualunque G, che non è un punto ra- 
dice, nell’interno del contorno, e si descriva un contorno infinite- 
simo che racchiuda G. Supponiamo che il punto mobile percorra 
nella direzione positiva questo contorno infinitesimo; abbiamo al- 
lora quattro casi a considerare. 

(1) Supponiamo che nè p nè q svanisca nell'interno o sul con- 

torno. Qui - non cambia allatto segno duranto il circuito; sicché 
> 7 

la regola asserisce che non vi è alcun punto radice neH’intcrno del 
contorno, e questo è vero poiché p c q non svaniscono. 

(2) Supponiamo che q non svanisca nell’interno o sul contorno, 
ma che p svanisca. In questo caso - può cambiare segno quando il 
punto mobile passa per una posizione nella quale p svanisce. Ma 
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«Ha fine del circuito p ha ripreso il suo segno primitivo, o così vi 
devo essere stato lo stesso numero di cambiamenti dal + al — come 
dal — al +. Quindi k ed l sono eguali, e la regola asserisce che 
non vi è alcun punto radice nell’interno del contorno, e questo ò 
vero poiché q non svanisce. 

• 

(3) Supponiamo che p non svanisca neU’iritcrno o sul contorno, 

ma che q svanisca. In questo caso - non svanisce mai, sicché la 

regola asserisce che non vi é alcun punto radice nell’ interno del 
contorno, c questo è vero poiché p non svanisce. 

(4) Supponiamo che p e q svaniscano entrambe nell' interno o 
sul contorno. Se esse non svaniscono simultaneamente possiamo 
dividere lo spazio limitato dal contorno in altri spazii, per alcuni 
dei quali svanisca solamente p, e per altri svanisca solamente q; 
così otteniamo due o più contorni invece di uno, e questi cadono 
nei casi (2) e (3). Dobbiamo allora considerare solamente il caso 
in cui per/ svaniscono simultaneamente, sicché vi è un punto ra- 
dice neU’interno o sid contorno. E possiamo supporre il contorno 
così piccolo che vi sia solamente un distinto punto radice nell’ in* 
terno di esso, e nessuno su di esso. 

Siano a, b le coordinate di questo punto radice; e si ponga 
.r = fl-f rcosO, ed y = b + r sen 0; così 


x + y \l— 1 = a + b V— 1 + r (cos 0 + V— 1 sen 0), 

= a + b V— 1 + v, poniamo. 

Supponiamo ora che l’equazione abbia la radice a+b V— t 

ripetuta m volte; allora cp (a + b V— 1 -f v) prende la forma 
cv m + c,v m+1 + .... in cui c, c,, c,,... sono espressioni im- 

maginarie della forma normale; sicché possiamo supporre 

c—li (cosa+ V— 1 sena), c l =li l (cosa i + V— 1 sen a,),... 

Quindi, pel teorema di De Moivre otterremo 

p h cos(mQ-l-a)-f/t cos j(m-f 1)0+ g 1 {+/j ì ) ,i cosj(in-f2)0+g t | 
q /isen(mO+-a)-|-h,rsen{(in f l)0-t-«,}+/ijr*scnj(m+2)0-t 
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Tossiamo supporre r così piccolo che il numero dei cambiamenti 
di segno non dipenderà da r; cioè, possiamo procedere come se 

-=cot(m6 + a). E quando mO cresce da un multiplo di t: al mul- 
9 

tiplo seguente di ir, vi è sempre un passaggio per zero accompa- 
gnato da un cambiamento di segno dal -f al — . Còsi abbiamo 

k — 2m, ed 1 = 0; sicché ^ ( k — l ) = m, secondo la regola. 


310. Il teoremà è còsi nimòstrato per un contorno infinitesimo; 
e considereremo ora il contorno finito AUGI). Sia diviso il contorno 
in un numero infinitamente grande di contorni infinitesimi, questi 
contorni essendo presi in modo che nessun punto radice cada sopra 
alcuno di essi. Allora il numero dei punti radici nell’interno di 
ABCD si può trovare facendo che un punto descriva tutti questi con- 
torni infinitesimi, ed aggiungendo insieme i numeri forniti dalla 

regola, che possiamo dinotare con * 2(fc — /). Ma lo stesso risultato 


si otterrà se omettiamo tutte le lince interne di divisione, e rite- 
niamo solamente il contorno ABCD. Infatti ciascun punto sudi una 
linea interna di divisione appartiene a due contorni, ed è quindi 
percorsa dal punto descrivente duo volte ed in direzioni contrarie; 

sicché, se in un caso vi è un cambiamento in - dal + al —, vi è 

9 

un cambiamento nell’altro caso dal — al +, e nell’insieme il nu- 


mero 


(k — l) è inalterato. Quindi le linee 


interne di divisione 


possono essere omesse, ed il punto mobile può essere costretto a 
descrivere il contorno ABCD solamente. 


Così il teorema è dimostrato. 


311. Possiamo ora dedurre immediatamente il teorema che un’e- 
quazione dell’n™ 0 grado deve avere n radici. Supponiamo che il 
contorno ABCD sia un circolo con l’origine come centro e con un 

P 

raggio infinitamente grande. Il valore di - dipenderà ora solamente 
dal termine elio contiene la più alta potenza di s in 9 ( 3 ); e se 

supponiamo che quel termine sia /i(cos a + V — 1 sen a):", avremo 

P « 1 

-=cot(rO + a). Cosi otterremo = 2 n, ed 1 = 0; sicché ~ (fc — /)=n. 
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312. Abbiamo tracciata la figura nell’Art. 308 in modo che se da 
iin punto qualunque nell’interno del contorno si tiri un raggio vet- 
tore in una direzione esso incontri il contorno solamente in un 
punto. Non è necessario però che la figura sia soggetta a questa 
restrizione; essa può essere tale che un raggio vettore condotto in 
una direzione incontri il contórno un numero dispari qualunque di 
volto. Quindi quando un punto si muove lungo il contorno il rag- 
gio vettore condotto al punto mobile da un’origine fissa nell’in- 
terno del contorno non girerà sempre nella stessa direzione. Per 
direzione positiva del movimento del punto descrivente dobbiamo 
intendere quella per la quale, benché l’angolo descritto dal raggio 
vettore possa non essere sempre crescente, pure nell’insieme si gua- 
dagni l’angolo positivo 2tt nel circuito. 

La dimostrazione non sarà alterata ammettendo il genere di fi- 
gura qui esaminato; poiché i contorni infinitesimi si possono ancora 
supporre, se ci piace, ovali che hanno solamente un raggio vettore 
condotto in una definita direzione da un’origine fissa. 0 pure se non 
adottiamo questa restrizione dobbiamo osservare che in fine del- 
l’Art. 309, siccome óra 6 non cresce sempre, vi debbono essere 

più valori di 0 per i quali - svanisce, di quelli Che si considerarono; 

ma se avviene così, vi saranno esattamente tanti cambiamenti di 
più dal + al — quanti dal — al + . 

313. Abbiamo supposto da per tutto che nou vi siano dei punti 
radici sul contorno considerato. Se ve ne fossero, non si fa alcun 
cambiamento nelle nostre investigazioni eccetto in fine dell’Art. 309; 
e qui invece di avere l’intervallo 2it per 0 abbiamo solamente it, 
sicché si trova m invece di 2»» come il numero dei cambiamenti 
di segno. 


314. Il teorema di Cauchy è dato nella Penny Cycìopxdia, Articolo 
Theory of Equations, nella Trigonomelry and Doublé Algebra del Sig. 
De Morgan, e nella Memoria del Sig. De Morgan citata nell’Art. 32; 
da queste sorgenti é stata ricavata la presente esposizione di quel 
teorema; 



28 
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315. Newton enunciò una regola relativa al numero delle radici 
positive, negative, ed immaginarie di un’equazione, la quale ri' 
mase senza dimostraziono sino alle recenti ricerche del Professor 
Sylvester, il quale ha stabilito un notevole teorema generalo che 
include la regola di Newton come un caso particolare. Lo sorgenti 
originali d’informazione sul soggetto sono le Philosophical Transac- 
tions pel 1864, le pubblicazioni della London Mathemalical Society , 
No. II, ed il Philosophical Magatine, per Marzo 1866; da queste sor- 
genti è stata ricavata l’esposizione che ora daremo. 

316. Incominciamo con Denunciare la regola di Newton.' 

Sia f(x) = 0 un’equazione algebrica delibi" 10 grado; e supponiamo 

f (x) — a 0 x n + na t x n ~ i + a ì x n ~ i + . . . + na x 4- a„; 

allora a 0 ,a t ,a 2 ,...a n si possono chiamare gli elementi semplici di f (x ) . 

Si formi una nuova serie di quantità A 0 , A t , A ot ... A n nel se- 
guente modo: 

d 0 = V- -1 i ” a a 0 a 2 , /1 2 “ a.,* a ^a^, 

•• 1 = a "a-l a n-2 a n’ ^n — a n'. 

allora A 0 , A,, A v ■■■A n si possono chiamare gli elementi quadratici 
di /'(ir). 

Chiameremo a r , a r+ì una successione di elementi semplici, ed A r , 
A r+I una successione di elementi quadratici ; e' chiameremo 

a r' a r+i< 

A r , A r+t , 

una coppia associata di successioni. 

Ora una successione può presentare o una permanenza o una va- 
riazione di segno; e ciò si dirà brevemente una permanenza o una 
variazione. Cosi in una coppia associata di successioni avremo uno 
dei quattro casi; due permanenze, o due variazioni, o una perma- 
nenza superiore con una variazione inferiore, o una variazione su- 
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periore con una permanenza inferiore: queste si possono chiamare 
rispettivamente una doppia permanenza, una doppia variazione, una 
permanenza-variazione ed una variazione-permanenza. 

Ciò che segue ò equivalente alla regola completa di Newton: 

Si scriva l’intera serie degli elementi quadratici di f(x) sotto l’in- 
tera serie degli elementi semplici nel loro ordine naturale; allora: 

11 numero delle doppie permanenze nelle serie associate è un 
limite superiore del numero delle radici negativo dell’equazione 

/(*)= o. 

11 numero dello variazioni-pormanenzo è un limite superiore del 
numero dello radici positive. 

I)a ciascuna di questo due proposizioni segue l'altra cambiando 
il segno di x in f(x). 

Segue da queste duo proposizioni che il numero totale delle ra- 
dici reali non può eccedere il numero delle permanenze nella serie 
degli elementi quadratici; e, quindi il numero delle radioi immagi- 
narie non può essere minore, dol numero delle variazioni nella serie 
degli elementi quadratici. 

Si deve notare che gli scrittori i quali hanno citato la regola di 
Newton sembra di essersi sempre limitati a quella parte che si ri- 
ferisco al numero dello radici immaginarie. 

317. Dichiareremo la regola di Newton con alcuni esempi. 

Supponiamo 2^* — 1 3«c 2 -J- lite — 49=0. 

Qui le serie degli elementi semplici e quadratici sono 


2, ", 

13 

10 

~H ’ 

T’ 

4 13 

160 

1190 

4 ’ T’ 

36 ’ 

IT 


Cosi sia che si supponga positivo o pur negativo lo zero che for- 
ma il secondo degli elementi semplici, troviamo che vi è una dop- 
pia permanenza, ed una variazione-permanenza; cosi non vi può 
essere più di una radice positiva, e non vi può essere più di una 
radice negativa: vi sono quindi certamente due radici immaginarie. 
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Quosti risultati sono d’accordo con quelli nell’ Art. 203. In questo 
esempio la regola di Descartes indicherebbe che non vi possono es- 
sere più di tre radici positive; sicché la regola di Newton ci dà più 
completa informazione che quella di Descartes. 

In seguito supponiamo .r®-{- a 5 — x l — + ,r + 1 =0. 

Scriveremo la serio degli elementi- semplici, ed i segni degli ele- 
menti quadratici: 


+ , +, +, +. -, -, +. 

Qui vi sono due doppie permanenze, e due variazioni perma- 
nenze; sicché per la regola di Newton non vi possono essere più 
di due radici positive, e non vi possono essere più di due radici 
negative. 

La regola di Descartes indicherebbe che non vi possono essere 
più di quattro radici positive. 

In questo esempio si può mostrare col teorema di Sturm che tutte 
le. radici sono immaginarie; o pure possiamo ottenere lo stesso ri- 
sultato cosi: K chiaro che non vi può essere alcuna radice positiva 
maggiore dell’unità; e l'equazione si può scrivere nello forme 

j a + (1 — ar)(l -f x* — **) = 0, x?(x + !)*(£— l)+x s — i =0, 


le quali mostrano rispettivamente che non vi è alcuna radice posi- 
tiva minore doU’unità, ed alcuna radice negativa. 


Scriveremo la serie degli elementi semplici, ed i segni degli ele- 
menti quadratici: 

I. -5. t. ». 1?!. 


0 , +, 


a 

+ > 


+. 


Vi é una doppia permanenza sia che supponiamo positivo o pur 
negativo lo zero nella serie superiore, ed una variazione-perma- 
nenza se supponiamo negativo lo zero nella serie inferiore; sicché 
per la regola di Newton non vi può essere, più di una radice posi-’ 
tiva, e non vi può essere più di una radice negativa. 

La regola di Descartes indicherebbe che non vi possono essere 
più di tre radici positive. 
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In questo esempio conosciamo per l’Art. 21 che vi è certamente 
una radice positiva ed una radice negativa; si troverà per tentativi 
che la prima cade tra 1 e 10, e la seconda tra — 1 c — 10. 

318. Gli esempi precedenti mostrano che la regola di Newton 
si può spesso applicare con facilità. È chiaro che essa ci dice sem- 
pre tanto quanto la regola di Descartes, e spesso ci dice di più. Poi- 
ché rispetto alle radici positive, per esempio, la regola di Descartes 
prendo il numero delle variazioni nella serie degli elementi sem- 
plici, mentre quella di Newton rigetta quelle variazioni che sono 
accompagnate da una permanenza nella serie degli elementi qua- 
dratici. 


319. Questo che segue è il teorema del Professor Sylvester. 

' I 

Sia f(x + X) ordinata secondo le potenze di x\ si formi la serie 
degli elementi semplici e la serie degli elementi quadratici, ed il 
numero delle doppie permanenze si chiami il numero delle doppie 
permanenze dovute a X, e si dinoti con n(X). Similmente il nu- 
mero delle doppie permanenze per /"(.t+ja) si chiami il numero 
delle doppie permanenze dovute a ;a, e si dinoti con n(|A). Si sup- 
ponga [A maggiore di X; allora 13 (|a) — w (X) è o eguale al numero 
delle radici dell’equazione f(x)=0 tra X e p., o sorpassa quel nu- 
mero per qualche intero pari. 


320. Prima di dimostrare questo teorema mostreremo che esso 
include la regola di Newton. 

Si ponga 0 per [A c — oc per X. Abbiamo n(— oc ) = 0; poiché 
quando X è — oc , gli elementi semplici di f(x + X) sono alternati- 
vamente positivi c negativi, sicché non vi possono essere doppie 
permanenze. 

Cosi C3(0)=i3(0) — n(— oc ). 

Quindi, pel teorema qui sopra, c (11) ò o eguale al numero delle 
radici dell’equazione f(x) — 0 tra - oc e 0, o sorpassa quel numero 
per qualche intero pari. Ciò stabilisce la prima parte della regola 
di Newton, da cui seguono le altre parti. 


321. Gli clementi semplici di f(x - f X) sono 



1 /"-'(X) 1-2 f "-*(X) 

n |n— 1 n(n— 1) |» — 2 ’ 


; m. m>. 

n 
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Non si farà alcun cambiamento nel segno se moltiplichiamo ogni 
elemento per |n ; cosi la serie diviene 

/•«(X), i-2 r-*(X), n r n ~\i) i»- !/"(>■)• i«/-(X). 

Similmente omettendo il quadrato di |r— 1 dall’r" 10 elemento qua- 
dratico otteniamo la serie 

G„(X), G n _ ,(X), G n _ t (k'), G,(X), G(X), 

in cui G r (X) sta per ~'{ r r~'(ì) f ri *{1) , 

v dinotando — — — — . 

n — r 

Dobbiamo allora determinare le leggi del cambiamento nel nu- 
mero delle doppie permanenze nelle serie associate 

HO. /—HO. /■"~*(0 /*(0. AO. 

c,(0. G„.,(0. G„_s(0 G,(0. G(0. 

al crescere di /. 

Nessun cambiamento può aver luogo se non quando l passa per 
un valore che annulla uno o più termini in una o in tutte e duo lo 
serie di elementi, 

322. Sarà necessario d’investigare il valore della funzione deri- 
vata di un elemento quadratico; dinoti G m (/) l’elemento quadratico, 
e C'_ (f) la sua funzione derivata. 

Per ottenere G' m (t) dobbiamo supporre che si sviluppi G m (t -f li) 
secondo le potenze di h, e si prenda il coefficiente di li.- 

G J »(<+/0={r(<+*)|*-T. n /' , "" , ( < +W" +, (<+/') 

=ir(o+/*A" +, (o+...| 2 

+ /«/■"(o + ...||r" +, (o + v"' 4 V) + 

Il coellicicnte di li ò 

(*--rjrW +, (0-TJ"" + H0. 

Ora 6 facile vedere che 



» #1 ' ‘ v 
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O'): 


Tm+ 


r m (i)r m+ \i)-y m r\i,r +ì {i) 


r( nr + *(0- +^M0 


UN Ì I 

f"(l) 

w.rv) 


+ f i 


/*+*(!) 


/• ul+ ,(0 “ 


«»(')■ 


323. Supponiamo che un solo termine nella serie degli elementi 
semplici intermedio tra il primo e l’ultimo svanisca quando l =- c, 
supponiamo /' r (e) = U. 

Sia /i una quantità indefinitamente piccola; questo sarà il signi- 
ficato di h durante l’investigazione: allora /’ r (c + /i) ha il segno di 
hf^lc). Così i termini associati 


r +, (c+h) t r(o+i>), r\c+h), 

G r+l (c + /i), G r (c + h), G r _,(c + h), 

hanno gli stessi segni di 

r +t (c), hf r+ '(c), r-'(c), 
j/ f+, (c)j*. -r'(c)f r -'{c), jr-'(c)} 2 - 

Se f r+ '(c) ed f r ~\c) hanno lo stesso segno, i termini qui consi- 
derati non hanno alcuna doppia permanenza. Se *(c) ed f T ~ % {c) 
hanno segni controrii, vi è una doppia permanenza sia che si sup- 
ponga h negativa o pur positiva. 

Cosi non si fa alcun cambiamento nel numero delle doppie per- 
manenze quando l cresce passando pel valore c. 

324. Supponiamo cho un solo termine nella serie degli elementi 
quadratici intermedio tra il primo e l’ultimo svanisca quando /= c, 
supponiamo G r (c) = 0. 

Poiché G r (c) = 0 ne segue che / r ~ , (c) ed / r+, (c) hanno lo stesso 
segno. Così i termini associati 

r T+ \c+h), r r (c+h), r _, (c+/ l ), 

G r+ |(e + 4), G r (c + /i), G r _,(e-f/i), 
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hanno gli stessi segni ili 

r*(c)> rxc), r-'(c), 

G r+ l( c )> ^ G r( c ) ’ G r-t( c )’ 

e per l’Art. 322 il segno di G r '(c) è lo stesso che quello di 


f r (c) r M 

/• r+, (e) Gr+ *0' 


Se f r+t (c) ed f f (c) hanno segni contrarii, i termini qui conside- 
rati non hanno alcuna doppia permanenza. 

Se f r+, (c) ed f r (c) hanno lo stesso segno, e G r+ ,(c) e G r _,(e) han- 
no segni contrarii, vi b una doppia permanenza sia che si supponga 
h negativa o positiva. 

Se f r V(c) ha Io stesso segno di f r (c), c G t + t (c) lo stesso segno 
di G r _,(c), non vi ò alcuna doppia permanenza quando h è negativa; 
e ve ne sono due quando li è positiva: cosi in questo caso si gua- 
dagnano due doppie pennanenze quando l cresce passando pel va- 
lore c. 


325. Supponiamo che più termini consecutivi nella serie degli 
elementi semplici svaniscano quando t — c, supponiamo 

/ r+s -'(c) = 0 , / T+ ‘-*(c) = <), .1. f r (c) = 0 . 

Così supponiamo che svaniscano s termini consecutivi, e siccome 
f n (c) è una costante che non può svanire, r + s non può essere 
maggiore di n : supponiamo che r non sia zero. 

Dobbiamo considerare i cambiamenti nei seghi di 

,r + *(o. r + -'(o. r~\ o. 

G r+>( 0. G r+ ,_ i(0. G r+S _ s (0, ... G r (t), G r _,(/), 

prodotti quando l cresce passando pel valore c. Poniamo 9 (c) ili 
luogo di f r+ 8 (c); alloraquando t — c + h, i segni degli elementi sem- 
plici qui considerati sono gii stessi che i segni di 

9(e), l,ff(c), h*tf(c), ... /i‘9(c), / ,_, (c). 
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Procediamo ad investigare i segni degli elementi quadratici: 


fi r+< (c) = . clic è positivo, 

e r_l( c ) = j/* _ '( c ) j ■ che A positivo, 

0 f (e + A) = j r (c + /») (c + h)r i (c +A); 

si sviluppi secondo le potenze di /t e si prenda il termine che con 
tiene la più piccola potenza di li : cosi otteniamo 


-Y rf ( c ) 9 00 


A*"' 


s — 1 


sicché il segno fi lo stesso clic quello di 


Mostreremo ora che gli altri elementi quadràtici che dobbiamo con - 
siderare sono positivi. Infatti 

G m ( 6 +h)={r (c+it) }*— y m r-' (c+h)r+* (e+uy 

si ponga jl Invece di r+s — ni; allora sviluppando e formando il 
termine che contiene la più piccola potenza di li otteniamo 


j 900^1* 

i n ) 


Y »?(c) 


FU 


?(c) 


IP-— * ’ 


il segno di questo è lo stesso che il segno di 


cioè il segno di 


cioè il segno di 



rf j-m+1 n — ni -f 1 
r + s — m 71 — m ’ 

1 1 

r + s — m n — ni 


Ora r + s non è maggiore di n sicché il segno non fi mai negativo: 
11 caso in cui r-\-s — n richiederà ulteriore esame. 

29 
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In questo caso 

0 , r +, (c)=0,.../’“-'(c)=0; 

c siccome f T (t) è di n — r dimensioni in l ne segue che tutte le ra- 
dici di /' r (/) = U sono eguali a c. Cosi f r ( l ) è delfa forma C(l— c)”~* 
in cui C è una costante. 

Allora f r+ '(l) = C(n-r) (l-c) n ~ r -' 

f r+t (t) — C(n—r)(n — r—ì)(l—c) n ~ r ~ ì \ 

e cosi si troverà che G r + t (l) 6 identicamente zero. E similmente si 
troverà che G r+a (l)...G„_ t (t) sono tutti identicamente zero. 

Adotteremo la convenzione che questi clementi quadratici cho 
sono identicamente zero si supporranno avere il segno positivo; e 
cosi il caso in cui r+s=n condurrà agli stessi risultati come quello 
in cui r-i-s è minore di n. 

Cosi finalmente i segni dei termini delle serie associate che dob- 
biamo considerare sono gli stessi che i segni di 

9 (c), htf(e), fc* 5 (c) h\(c), r\c), 

+ , +. + + ì(c)r~'(c),+. 

Possiamo ora accertare il numero delle doppie permanenze; i ri- 
sultati seguenti si otterranno facilmente : 

Supponiamo s pari, e c$(c) ed f r ~ ì (c) dello stesso segno; quando 
h è negativa vi è una doppia permanenza, o quando h ò positiva ve 
ne sono s — 1: cosi si guadagnano s— 2 doppie permanenze quando 
l cresce passando pel -valore c. 

Supponiamo s pari, e cp (c) ed f r ~ ì (c) di segni contrarii ‘.quando h 
è negativa non vi è alcuna doppia permanenza, c quando li è posi- 
tiva ve ne sono s ; così se ne guadagnano s. 

Supponiamo s dispari, e <f(c) ed f r ~ , (c) dello stesso segno; quan- 
do li ò negativa non vi è alcuna doppia permanenza, e quando li è 
positiva ve ne sono s — 1 : cosi se ne guadagnano s — 1 . 

Supponiamo s dispari, e %(c) ed di segni contrarii; quan- 

do li è negativa vi è una doppia permanenza, e quando h è positiva 
ve ne sono s : così se ne guadagnano s - 1 . 
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Quindi si guadagna un numero pari di doppie permanenze quan- 
do t cresce passando pel valore c. 


320. Supponiamo che più termini consecutivi nella serie degli 
elementi quadratici svaniscano quando < = c, supponiamo 

Gr+t-M = °» = 0 G r {c) = 0. 

Così supponiamo che svaniscano s termini consecutivi, e sicco- 
me G B (c) è una costante che non può svanire, r+s non può essere 
maggiore di n: supponiamo che r non sia zero. 

In conseguenza deH’annullarsi degli s elementi quadratici conse- 
cutivi, abbiamo lo seguenti condizioni tra gli elementi semplici 
compresi tra f T+i (c) ed f T _,(c), l’uno c l'altro inclusivamente : 


fr+ S G')- fr+,- i( c )> fr+$- sono tutti dello stesso seguo; 
/ r+ ,_,(0. /’r+«- 3 ( c )’ fr+t- s( c )> ••• sono tutti dell ° stcss0 se £ no - 


So i termini nel secondo gruppo hanno il segno contrario a quello 
dei termini del primo gruppo non vi è alcuna doppia permanenza 
quando l-c+h, sia che si supponga li positiva o negativa. 

Dobbiamo quindi considerare solamente il caso in cui i termini 
nei due gruppi hanno tutti lo stesso sogno. 

Siano G vl+I (l ) e G m (l) due elementi quadratici consecutivi qua- 
lunque compresi tra G r+S (Q o G r (t), l’uno e l’altro inclusivamente : 
allora G OT+1 (c + A) e G m (c + /i) avranno segni contrarii quando li è 
negativa, o lo stesso segno quando h è positiva. 

Infatti per F Art. 322, 


c «(0 = 


r< o 

t * + ,r-V) 


G^+~r^G m (i). 


Si ponga c-\-h per /, o si sviluppi secondo lo potenze di li. 
Supponiamo che in G m (c+li) il termine che contiene la più pic- 
cola potenza di li sia /i?, sicché lì è il valore del p ,no coefficiente 

L£ 

differenziale di G m (c) rispetto a c. Allora il termine che contiene 
la più piccola potenza di h in G’ m (c ]-li) sarà— — -/p^ 1 . Quindi 
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dall’equazione precedente il termine che contiene la più piccola 
potenza di h in G mht (c + h) sarà 


w^(f) 
rvo |p— i 


nifi-'. 


Quindi finalmente G m (c + h) ha il segno di /?/i p e G m+4 (c+A) ha 
il segno di 7ì/iP — * ; sicché G m+ì (c+h) e G m (c+h) hanno segni con- 
trarii quando h è negativa, cd hanno lo stesso segno quando h è 
positiva. 

Cosi gli elementi semplici che dobbiamo considerare hanno tutti 

10 stesso segno; e gli elementi quadratici compresi tra G r + h (c+.li) 
e G r (c + /i), l’uno e l’altro inclusivamente, hanno segni alternati 
quundo h è negativa ed hanno lo stesso segno quando h è positiva. 

Possiamo ora determinare il numero delle doppie permanenze; i 
risultati seguenti si otterranno facilmente; 

Supponiamo s pari, e G r+S (c) e G r _ t (c) dello stesso segno: quan- 
do li è negativa vi è una doppia permanenza, e quando li è positiva 
ve ne sono s + 1: cosi si guadagnano s doppie permanenze quando 
I cresce passando pel valore c. 

Supponiamo s pari, e G r+S (c) e G r _,(c) di segni contrarii; quando 

11 è negativa non vi è alcuna doppia permanenza, e quando li è po- 
sitiva ve ne sono s: così se ne guadagnano s. 

Supponiamo s dispari, c G r+> (c) e G r _,(c) dello stesso segno; 
quando h è negativa non vi è alcuna doppia permanenza, e quando 
li è positiva ve ne sono s+1: così se ne guadagnano s+ 1. 

Supponiamo s dispari, e G rJ _ s (c) e G r _,(c) di segni contrarii: 
quando li è negativa vi è una doppia permanenza, e quando h è 
positiva ve ne sono s: così se ne guadagnano s — 1 . 

Quindi si guadagna un numero pari di doppie permanenze quan- 
do t cresce passando pel valore c. 


327. Consideriamo ora ciò che avviene (piando svanisce un ter- 
mine estremo. 

f"(l) e G n (l) sono costanti, e non possono mai svanire; e G(<) è 
essenzialmente positivo. 
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Supponiamo però che /‘ s_1 (c) = 0, f i ~ i (c)=(i , ... f(c) = 0, sicché 
c è una radice dell’equazione f(. r) = 0 ripetuta* volte. Allora, come 
nell’ Art. 325, gli ultimi s+l termini delle serie associate avranno 
quando l — c + lt gli stessi segni di 

/*(«), hf\c), /iV'(c) h'-'Tic), òV,‘(c). 

„ 3 . s 

_ “V v — v _i_ 

* » » s — 1 * 4) U-2 __ j 11* * • 

Qui quando ò è negativa non vi sono doppie permanenze, o quan- 
do h è positiva ve ne sono s: cosi si guadagnano s doppie perma- 
nenze quando l cresce passando pel valure c. 

328. Ciò completa la dimostrazione del teorema. 11 risultato ge- 
nerale si è che il numero dello doppie permanenze appartenenti 
alle serio associate cresce di almeno tante unità quante sono le ra- 
dici reali, eguali o disuguali, che sono sorpassate quando l cresce 
da un valore particolare ad un altro; e l’eccesso, se vi è, di tal nu- 
mero sul numero delle radici reaji sarà un numero pari. 

Così, con la notazione dell’ Art. 319, sappiamo che il numero 
delle radici reali tra À e jjl non può eccedere s({i) — w(X). Se cono- 
sciamo che alcune delle doppie permanenze guadagnate proven- 
gono dall’ annullarsi di alcuni degli elementi eccetto f(t) possiamo 
naturalmente fare una corrispondente riduzione nel numero estre- 
mo delle radici reali. Così per esempio, supponiamo che s doppie 
permanenze si siano guadagnato nel modo considerato nell’Art.325, 
allora il numero delle radici reali tra X e p. non è maggiore di 
jz([k)-ts(k)-s. 


329. Si può dare una certa estensione al teorema attribuendo un 
altro valore a y r . La principale proprietà di che si richiede nella 
precedente investigazione è quella usata nell’ Art. 322, cioè, 


2— v . 
ir 


Possiamo quindi esaminare quale forma di Y r soddisfarà a questa 
equazione. Risolveremo l’equazione, benché il procedimento richie- 
derà dallo studente una conoscenza degli elementi del Calcolo delle 
Differenze finite. 
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Si ponga 

■V _ r . 

• c — 1/ 
l, rM 

così 

o lf r _ w r+2 . 

''r+l M r+I 

quindi 

Ti 

-u 

(Ti 

i 

V 

i 

V. 


La soluzione ili questa equazione è 

« r - A + ll(r— 1). 
in cui A e I) sono costanti. 


Quindi 


Y r = 


+ /?(/•- n 

A -f Br 


C+r~ 1 
t' + r ’ 
A 

in cui C sta per . 


Lo studente che non ha cognizione del Calcolo delle Differenze 
lìnite può verificare facilmente clic questo valore di soddisfa alla 
relazione 


1 


~Yr- 


Dobbiamo anche soddisfare alla condizione che 
ed anche alla condizione supposta noIl’iArt. 325, 


Yr 

che 


sia positivo. 
V- 4- 1 


sia positivo; queste condizioni saranno soddisfatte se C è una quan- 
tità positiva qualunque, ed anche se C ò negativa purché non cada 
tra 0 e — n. 


330. Il Professor Sylvester osserva che il suo teorema serba la 
stessa relazione alla regola di Newton di quella che il teorema di 
Fourier serba alla regola di Descartes. Il teorema di Fourier può 
essere enunciato cosi: 

Si formino gli elementi semplici corrispondenti a f(x -F X) ed 
a f(x + \i)- Dinotino p(k) e p(p.) i numeri corrispondenti di perma- 
nenze di segno ; e si supponga p. maggiore di X. Allora p(pi )-/«(*) 
è o eguale al numero delle radici dell'equazione f(r) tra X « 
o sorpassa quel numero di qualche intero pari. 
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331. Abbiamo dato neH’Art. 100 una semplice proposizione che 
somiglia ad un caso speciale della regola di Newton; ed è facile di 
estendere la proposizione in modo da convertire la somiglianza in 
lina coincidenza. In fatti si prenda l’equazione ivi ottenuta, 


y 


r-t-i 


(>‘ — >’)p T r , (n— r + l ) (n-r ) } > r _, 

J 1 | rv U ' 

Pr+ 1 t ' 2 ?v + « 


= 0; 


questa equazione ha almeno tante radici immaginarie quante ne ha 
una qualunque delle sue equazioni derivate. Si prenda la ( r — l) mii 
equazione derivata, elio ò 


(r+l)r , , r(n — r)/> (n -r+ l)(n -r) p r _, 

- 2/ — r V -f . — = "• 


1-2 


Pr+ 1 


1-2 


JV+i 


Questa equazione ha radici immaginarie se 


(n - r )rp*-(n-r + l)(r+ i)p r _,p r+ , 

('• negativa; e quindi in questo caso l’equazione primitiva 

Po 1 '" +P^ n ~ t + + ... +p n = 0 

ha fudici immaginarie. 

Si troverà che la condizione precedente equivale ad essere uno 
dogli eie, urlili quadratici negativo; e siccome il primo e l’ultimo 
elemento quadratico sono positivi, vi debbono essere almeno due 
variazioni negli elementi quadratici e quindi almeno due radici im- 
maginarie. Si vegga l’Art. 316. 

Questo caso speciale della regola di Newton, c solamente questo, 
era stato stabilito prima delle ricerche del Professor Sylvester. 

332. Se consideriamo la bellezza intrinseca del teorema che è 
stato ora esposto, l’interesse che appartiene alla regola associata 
col grande nome di Newton, ed il lungo- intervallo di anni durante 
il quale la ragione e l’estensione di quella regola rimasero nasco- 
ste ai matematici, tra i quali sono esplicitamente inclusi Maclau- 
riu, Waring, ed Eulero, dobbiamo riguardare le ricerche del Pro- 
fessor Sylvester come tra lo più importanti contribuzioni fatte nei 
tempi moderni alla Teoria delle Equazioni, da porsi a buon dritto 
in linea con quelle di Fonder, Sturm e Oauchy. 
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sparizione dei termini da un equazione. 


XXVII. SPARIZIONE DEI TERMINI DÀ UN’EQUAZIONE. 

333. Abbiamo già mostrato nell’Art. 56 in qual modo trasformare! 
un’equazione in un’altra che manchi di un termine assegnata. Con- 
sidereremo ora questo soggetto più generalmente, e mostreremo 
come, si possa far sparire teoreticamente un numero qualunque di 
termini. Il metodo di trasformazione che spiegheremo ù chiamato 
dal nome del suo inventore Tschirnhausen. 

334. Supponiamo clic si abbia l’equazione 

x n + p t x "-' + + +P„_i* +P„= 0 ( 1 ) . 

Si ponga 

y = a 0 + a t x + a l x ì + + a m x m (2) , 

in cui m è un intero minore di n, ed a 0 , a,, ...a^ sono costanti 
per ora indeterminate. Ci proponiamo di eliminare x, e cosi for- 
mare un’equazione in termini di y. Siccome vi sono tanti valori di 
y quanti di x l’equazione in y sarà del grado n. 

L’eliminazione si può effettuare cosi: si elevi l’equazione (2) alle 
potenze dinotate da 2, 3, ... n; e per mezzo di (4) si abbassino gli 
esponenti di x, sicché nessuno di essi eccederà n — 1 , nel modo 
seguente, 

x n =—p,x n ~* — PjX n ~* — -p n _ t x-p H , 

*’ H 1 = -Pi** -P ì*” -1 - -Pn-i xi “Pn®i 

si sostituisca per x n il suo valore dalla linea precedente, ed abbia- 
mo x" 4 '* espresso in termini di x'* - * e delle potenze inferiori di x; 
indi si moltiplichi per x e si sostituisca come sopra, ed abbiamo 
x" + * espresso similmente; e cosi di seguito. Cosi otterremo risultati 
della seguente forma: 

?/* = l> 0 + b t x -j- àjx* + ... + 6„_ t x»-‘, 

?/ :t — c 0 + f,x +■ c t x 2 + ... + c„_ I x’'-’, 

y* = k 0 + k t x + V* + ... + 

Qui b a , b t , ... b n _ t sono funzioni intere omogenee del secondo 
grado delle quantità indeterminate a 0 , ; ancora c 0 , 
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sono funzioni intere omogenee del terzo grado di n u . ... a m : e 
cosi di seguito. 

Dinotino s a , s 3 , ... le somme delle prime, seconde, terze, ... 
potenze delle radici di (1); e dinotino S t , S t , S s , ... le somme delle 
prime, seconde, terze, ...potenze delle radici deiroquazionc richie- 
sta in y. Allora da (2) e (3) abbiamo 

s i = na 0 + a,s, + a 4 s 2 •+ ... 4- a m _ -f 

S ì - Vb„ -f Vi + ftjAj + ... + ViVi- 

,S\, — nc 0 + C,S| + C 2 Sj + ... + c /,_i s n_| » 


S n — uk 0 + /, 1 5 1 + Ay» + ... -f 

Così, siccome le somme delle potenze delle radici dell’equa- 
zione in y sono conosciute possiamo costruire l’equazione; si vegga 
P Art. 244. 

0 pure possiamo procedere cosi: dalle equazioni (3) possiamo 
ottenere i valori di ir 2 , ...x n ~ l in termini delle potenze di i/; 
quindi sostituendo in (2) abbiamo l’equazione richiesta in y. Questo 
metodo ha il vantaggio di dare x come una funzione razionale di y, 
e cosi il valore di ciascuna radice di (1) sarà conosciuta non appena 
l’equazione in y è risoluta. 

335. Possiamo ora prendere le quantità sinora indeterminate 
<i n , ... a m in modo da far sparire alcuni termini dall’equazione 
in y. Per esempio, supponiamo che si vogliano far sparire i coeffi- 
cienti degli m termini che succedono al primo; sarà sufficiente di 
porre 

S, = 0, 5, = 0, S m = 0. 

Ma dalle equazioni (4) vediamo che S, à del primo grado rispetto 
s ad flj.o,, ... a m , che S t è del secondo grado, S 3 dol terzo grado, e 
cosi di seguito. Quindi per l’Art. 259 la determinazione di queste 
quantità a 0 , a,, ... a m , di cui una si può prendere arbitrariamente, 
dipenderà dalla risoluzione di un’equazione del grado |m — 1. 

336. Faremo un'applicazione del metodo precedente che è di spe- 
ciale interesse in relazione alle equazioni del quinto grado: si ri- 
chiederà una proposizione preliminare che ora daremo. 

3 » 
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337. Una funzione intera omogenea del secondo grado di n variabili 
si può esprimere come la somma dei quadrali di v funzioni lineari, il 
numero v non essendo maggiore di n . 

Sia V una funzione intera omogenea del secondo grado delle n 
variabili ir,, r lt ... x n . 

Se n= 1, la funzione contiene solamente una variabile, sicché 
essa è della forma fSa-, 1 , cioè, (x t \/£) 4 . 

Supponiamo che n sia maggiore di 1, e che V contenga il qua- 
drato di una delle variabili, per esempio allora ordinando se- 
condo le potenze di x otteniamo 

V-$x* + , 2Qx l +I{, 

in cui p è una costante, Q è una funzione lineare delle n — 1 va- 
riabili, tfj, x x , ... x n , ed fi è una funzione intera omogenea del se- 
condo grado di queste n — 1 variabili. 


r . Q v n 0 * 

Si ponga *,=*,+-=•, \ t = li — p- ; 

cosi V=(X t >JW+V t , 

e (', è una funzione intera omogenea del secondo grado al più di 
n— 1 variabili. 


In seguito supponiamo che V non contenga il quadrato di alcuna 
delle variabili; allora, ordinando F rispetto alle due variabili j-, ed 
.7’ 2 , abbiamo 

I — | ^2 -f- Q a 'i + toj + S 


Si ponga 


^-x^. 


* f 1 

cosi r=g(.V 1 *-V)+F^(,V, \/^) ì +(.V t V— |)*+F 2 . 
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Qui 1, eil -Vj sono funzioni lineari che possono contenere le n 
variabili x,, ... x n \ e 1 \ b una funzione intera omogenea del se- 

condo grado che contiene al più n — 2 variabili. 

Cosi nel primo caso la funzione V che contiene n variabili è fatta 
la somma di un certo quadrato e di V v in cui r, contiene al più 
solamente n— 1 variabili; e nel secondo caso V è fatta la somma 
di due quadrati e di l 2 , in cui I’ s contiene al più solamente n — 2 
variabili. Quindi continuando il procedimento su V t o 1, esprime- 
remo lilialmente V come la somma di non più che n quadrati. 

338. Sia un’equazione 

+ Pri-” - * + ...+}>„ = (». 

Si ponga y = a d +a l x + a ì x i -ra 3 ic 3 +a i x i . 

Dinotiamo l’equazione in y ottenuta eliminando jr con 

V n + 9i!/ ,,_1 + <7 2 !/" -ì + . . • + q n - 0. 

Ora dall’ Art. 334 seguirà che q t , q it q 3 , sono rispettiva- 

mente del primo, secondo, terzo, ... grado rispetto alle quantità 
a 0 , a,, a 2 , a 3 , a i . Supponiamo allora che si vogliano far sparire i 
termini secondo, terzo, e quarto dall’equazione in y. Poniamo 

<7i = 0, q t = 0, q a = 0. 

La prima di queste equazioni è del primo grado. Supponiamo 
che si ottenga da essa o 0 in termini di a,, a 2 , a 3 , a l , e si sostitui- 
sca nella seconda e nella terza equazione; ed allora si dinotino que- 
ste equazioni con 

</*' = 0. <h = 0. 

Qui q t ' è una funzione intera omogenea del secondo grado ri- 
spetto ad a,, a,, a 3 , « t ; e q 3 ' è una funzione intera omogenea del 
terzo grado. 

Per l’Art. 337 l’equazione qj — 0 si può mettere nella forma 
/•* + »*+ /»* + A* = 0. 

in cui f, y, li, e k sono funzioni lineari. Questa equazione sarà sod- 
disfatta ponendo 

f=g \J - t l, = k V - 7 i ; 
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queste due equazioni sono lineari. Supponiamo che si ricavino da 
esse i valori di a, ed in termini di a 3 ed a 4 e si sostituiscano 
nell’equazione q a — 0; ed allora si dinoti questa equazione con 

9j " = 0 . 

Qui r/j" ò una l'unzione intera omogenea del terzo grado rispetta 
ad a a ed a { . Una di queste quantità si può prendere arbitrariamente 
e l’altra si può allora trovare con la risoluzione di un’equazione 
cubica. 

Se vogliamo far sparire i termini secondo, terzo, e quinto dal- 
l’equazione in y il procedimento sarà simile ma l’equazione finale 
stira del quarto grado. 

339. Se con la trasformazione di Tschirnhausen combiniamo 
quella di cambiare la quantità ignota nella sua reciproca possiamo 
con l’aiuto di una sola equazione del terzo o del quarto grado far 
sparire da un’equazione i tre termini che precedono l’ultimo, o pure 
i due termini che precedono l’ ultimo, insieme col quinto contando 
dall’ ultimo. 

310. Così vediamo che l’equazione generale del quinto grado si 
può sempre ridurre ad una delle seguenti forme : 

Ih J^+pj^+q-0, jfi+pjp+^Q, a^+pa^+^O. 

311. Gli Articoli precedenti di questo Capitolo sono stati rica- 
vati dal Court d'Algcbrc Supcrieure di Serret. 

La riduzione dell’equazione del quinto grado alla forma dell’Ar- 
ticolo precedente fu data dal Sig. Jerrard; apparisce da uno scritto 
del Sig. Ilarley nel Quarlerly Journal of Malliemalics , Voi. vi, che 
il risultato era stato previamente ottenuto da E. S. Dring, un ma- 
tematico Svedese. 

11 Sig. Jerrard considerava che la risoluzione algebrica delle 
equazioni del quinto grado potesse effettuarsi; il metodo da lui 
proposto formò il soggetto di una ricerca del Sig. W. E. Hamilton 
nei IWporls of Ihc British Associalion, Voi. vi. La maggior parte dei 
matematici ammette che Abel abbia dimostrato l’impossibilità della 
risoluzione algebrica delle equazioni di un grado superiore al quar- 
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to. Un sunto della esposizione data dal Sig. W. K. Hamilton del- 
l’ argomentazione di Abel si troverà nel Quarlerly Journal of Matite- 
viatics. Voi. v. 

Una dimostrazione più semplice dovuta a Wantzcl si troverà nel 
Cours d' Algebre Svpèrieure di Serrpt. 

Un Essai/ on thè Resolution of Algcbraical Equalions del fu Giudice 
llargreave è stato pubblicato recentemente; i risultati a cui vi si 
giunge sono sino ad un certo punto diversi da quelli di Abel e del 
Sig. W. I?. Hamilton. 
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ESEMPII. 

i. 

1. Trovare il quoziente cd il resto quando 

■v 3 + 4- 3.r* -f i 7 j- 1 -)- KJj- — 14 

si divide per ar — 4. 

2. Sviluppare (a ■\-bx) n secondo le potenze di .r, od indi ottenere 
la prima funzione derivala di (a — bx) n . 

3. Mostrare che l’equazione .i s + le- + x — 6 = 0, ha una radice 
e solamente una tra 1 e 2. 

II. 

1 . Trovare una radice dell' equazione — + \! — 1. 

2. Trovare una radice dell’ equazione ,r® _ — V — 1 . 

III. 

1. Formare l’equazione di cui le radici sono 1, 1, i, — 1, — 2. 

2. Formare l’equazione di cui le radici sono 1 — 2 e 2± V— 3. 

3. Formare l’equazione dell’ottavo grado di cui una delle radici 
è ^2+ ^/3 + V — 1 . 

4. Risolvere le sei seguenti equazioni in ciascuna delle quali una 
radice è data: 

(1) j 3 -.r i 4-3.r+5=0; 

(2) .r t +4x ,1 +6r i +4.r+à = 0’, V - I . 

(3) .r*+r*-25.r*+4 U-F6G = 0; 3+ \ ~L 

(4) ,r*+2x 3 — l.r*— 4 j;+4— 0; ^/2. 

(o) x 1 -2 jt*— ór 1 — 6x--t-2 -(•: 2f^3. 

(ti) x 9 — X 3 — 8i 4 +2j; 3 t-2l f*-9j— &4=ft; y 2 4 - x' — 1 . 
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5. Risolvere l'equazione a- 3 — :r 4 +8.r 2 — 9 j-- 15— 0, una radice es- 
sendo ^/3, ed un’altra t — 2 V — 1 - 

6. L’equaz.ione or 1 — 4x 2 -hr+c— 0 ha una radice =3; trovare c c le 
altre radici. 

7. Trovare la somma dei valori reciproci delle radici, la somma 
dei quadrati delle radici, e la somma dei quadrati dei valori reci- 
proci delle radici di x*— 6a^+4Oj*4-60a;* -ar— 1=0. 

8. L’equazione x*— 21x 3 -f-166;r 2 — 546a--f 581) = 0, ha radici della 
forma a, ot+p+(a— ^)V — 1; risolvere l’equazione. 

9. Trovare la somma dei cubi delle radici di una data equazione. 

10. Formare l’equazione lo radici della quale a, £, Y> 5, sono 

^(l + V3±V2V3), ed i(l- v '3dW^2Vó); 


e quindi mostrare che 


«*+£* a 2 + T » , 

«? a T 


=.0. 


11. Sea,6,c,... sono le radici di un’equazione, trovare il valore di 


a* a 2 b 2 y- 

+^ + ---+^ + ^t + 


12. Ammettendo che il medio aritmetico di un numero qualun- 
que di quantità positive è maggiore del loro medio geometrico, 

2 

mostrare che se p, 2 — 2p t è minore di np„" , l’equazione ha radici 
impossibili. 

13. Se a, b, c , ... sono le radici di un’equazione nella sua forma 
più semplice, mostrare che 

(I-Pi+P*-... )*+(!>, -P 3 +P 5 -~- )*=(!+<»*) (*+&*)(l+c*)... 

14. Se a, b, c, ... sono le radici di un’equazione nella sua forma 
più semplice, mostrare che 

Pj 2 — 2p,j)j+2/»j — a 2 6*+ a 2 c 2 f ù*c 2 -J-. . . 
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IV. 

1. Trasformare ciascuna delle tre equazioni seguenti in un’altra 
le radici della quale siano formate aggiungendo alle radici dell’e- 
quazione primitiva il numero assegnato: 

(l)^-3x*— **4-4=0-, 1. (2) *®4-*4-l=0; 3. 

(3) a^q-l* 3 — **4-11=0; — 3. 

2. Trasformare ciascuna delle quattro equazioni seguenti in 
un’altra che manchi del secondo termine: 

(1) * 3 — 3**4- 4*— 4=0. (2) 6**4-12*4-19=0. 

(3) **— 8* 3 +5=0. (4) * s 4-5* 4 4-3* 3 4-®*4-^— 1=0. 

3. Trasformare. ciascuna delle quattro equazioni seguenti in due 
altre ciascuna che manchi del terzo termine: 

(1) **4-5**4-8*— 1=0. (2) *s — 6** -{-0* — 10=0. 

(3) **— 8* 3 4-18**— 15*4-14=0. (4) **—18**— 60**4-*— 2=0. 

1 1 

4. Trasformare l’equazione * 3 4-2**-f-*4--=0 in un’altra con 
ì coefficienti interi, e con l’unità per coefficiente del primo termine. 

5. Far sparire il secondo termine e risolvere l’equazione 

* 3 — 18**4-157*- 51 0=0. 

6. Trasformare ciascuna delle duo equazioni seguenti in un’altra 
di cui le radici siano i quadrati delle differenze delle sue radici; e 
discutere la natura delle radici: 

(1) * 3 47*— 1 ^ 0. (2) .r 3 — 6* 4-6=0. 

7. Trasformare **— 12**4-12*-3=0 in un’equazione di cui le ra- 
dici siano le reciproche di quelle della data equazione; e poi dimi- 
nuire di un’unità le radici dell’equazione trasformata. 

8. Mostrare che l’equazione **4-**— 8*— 15=0 ha due radici reali 
di segni contrarii, e che essa non può avere altre radici reali; e che 
esse cadono tra —2 e 3. 


Digitized by Google 



KSEMIMI. 


211 


V). Lo radici dell’ equazione .r»+pjr*+gLr+r=0 siano dinotate con 
a, b, e; trasformare l’equazione in altre elio abbiano le radici asse- 
gnate nei seguenti casi: 


( 1 ) «*, ò 2 , e*. 

<3j r~— . 4 

e-t-c e+fl a-f.fr 
(5) frV, c 2 a 2 , « 2 fr*. 

1 


rrr (5) 


ì 


('2) 6-t-c, c+a, af fr. 
a b e 
be' cu’ ab 
(6) \J(ka), <J(kb), yj(kc). 


(") ^ (* + <•-«), |(c+a-6), 5 (a + 6 -e). 

(8) fr+c-f/.a, c-fa-f/.fr, a+b+l,r.. 

(9) 


6+c-a’ c+a— fr’ 


a+fr— e 
1 


(Hi) be+-, ca -I- 1 , ab- f- 
« /> e 


(11) fc 2 +<; 2 , c 2 + « 2 , a 2 -ffr 2 . 


e b a e 


a 

b 


(13) 


t 2 +c 2 c*+a* a 2 r f' 2 


tV 2 ’ c 2 a 2 ' e 2 fr 2 
(11) 6-c, c—b, c-a, a— e, a—b, b—a. 

10. Le radici dell’ equazione x 3 + qx + r = p siano dinotate con 
«i b, e; trasformare l’equazione in altre elio abbiano le radici asse- 
gnate nei seguenti casi: 


<*>(£)’•<£)■■ (£)*• 


(2) fra-j-ae, cb j-ba, ac-\-cb. 

11. Se a, b, e dinotano le radici di r 3 — G#*-}- 11 a-— 6=0, formare 
l’equazione di cui le radici sono 

1 1 1 

i 2 + c 2 ’ c 2 + a 2 ’ a 2 + fr 2 ' 

12. Se a, b, e dinotano le radici di'**— 2r*+ 2 = 0, formare IV- 
quazione di cui le radici sono 


b 3 -f c 3 r 3 + a 3 a 3 f b 3 
a 3 ’ b 3 ’ e 3 ' 

13. Mostrare che il terzo termine dell’equazione 
.r 3 +pr 2 f o 

non si può far sparire se p- è minore di 3 q. 
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14. Mostrare che il secondo ed il quarto termino dell 'equazione 
T*+f t X i +p^cHp i X-\-l) i -(ì 

si può far sparire con la stessa trasformazione se 8/) J -=p | (4p ì — p, 2 ). 

1T>. Risolvere le duo equazioni seguenti: 

(1) ,r* |- 4r 3 +“ r 2 + Or— 10=0. (2) ^+4.c 3 +3x ì -2x-G=D. 

10. Mostrare che nell’equazione .r 3 +4.c 2 +G.r-l-3=0 non si posso- 
no far sparire il secondo ed il terzo termine con la stessa trasfor- 
mazione, ma che ciò diviene possibile moltiplicando l’equazione 
per x. 

17. Mostrare che è possibile di far sparire il secondo ed il terzo 
termine di un’equazione dell’n m ® grado se 

n X(por la somma dei quadrati dello radici) = al quadrato della 
somma delle radici. 

V. 

1. Mostrare clic l’equazione ar 5 — 4r*+3=0 ha almeno due radici 
immaginarie. 

2. Mostrare che l’ equazione x 1 — 2j ,4 -f-x 3 — 1=0 ha almeno quattro 
radici immaginarie. 

3. Cosa può conchiudersi rispetto alle radici delle due equazioni 
seguenti: 

(1) ar'°— 5,r*-}--r 2 -' ®— 1=0. (2) zs* B -.r l "-fx"-|-r-l-l = 0. 

Vi. 

1. Risolvere le venti equazioni seguenti, ciascuna delle quali ha 
radici eguali: 


(l) .r 3 — 7^+lGx— 12=0. 

(2) r 5 — 3x 2 — 9r-(-'27=0. 

(3) xP-x*— 8®+12=0. 

(4) ,r 3 — òr 1 — 8rt-4S=0. 

, 2 

9 

(5) X - X ~J^ = {) ' 

J - 5 -^373 = 0 - 

(7) r 3 j 3,r ì 4-20.rq- 1G- 0. 

(*) ir *-5 x +^ = °- 
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(0) -lli-*+18x-8=0. 

(10) x*— 2x*— a: 1 — 4x+12=0. 

(11) ^-Tr»+13^+3x-18=0. 

(12) x*-1j-’-0x*+36x-27=0. 

(13) x*+ 13x 3 +33x 2 +31x f 1(1— 0. 

(14) 2x*— 12^- 3 4-19 j ! — O x+9^0. 

(15) ^+16aH»+79x*+126ar+98=0. 

(10) 8x*+4x*_18x I +lhr-2=0. 

(17) x 5 — x*— 2x 3 +2x*+x— 1=0. 

(18) x*-2x*-Gx 3 +4x 2 +13x+6=0. 

(19) x 3 — 13x i +G7x 3 — 17 lx 2 +21Gx— 108=0. 

(20) x*-3**-|-6x 3 -3x*-3*+2=0. 

2. Trovare la condizione affinchè x n — px 2 -f r = 0 abbia radici 
eguali. 

3. Mostrare che x*+gx 2 +s=0 non può avere tre radici eguali. 

4. Se x' l -j-p 1 x” -, + ...+p )J =0 ha due radici eguali ad a, mostrare 
che p , j/'*~ 1 + 2p .vr” ” 2 + . . . 7ip rt = 0 ha una radice eguale ad a. 

5. Se x 3 -l gx 3 +rx 2 +t=0 ha due radici eguali, dimostrare che una 
di esse sarà una radico dell’equazione quadratica 


VII. 

1. Trovare i limiti dolio radici positivo e negative di 

x°— 5x s -i x* -t- 1 2x 3 — 1 2x 2 + 1 =o. 

2. Scrivere x*— 8x 3 +12x 2 -‘,-16x— 39=0 in modo da mostrare che 
fi è un limite supcriore dello radici positive. 

% V 

3. Mostrare che lo radici reali delle equazioni seguenti cadono 
tra i limiti rispettivamente assegnati: 
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(]) jW i +U*-3x+, ^0; i ed 1. 

4 

(2) J- 4 +-t' 3 -10**-a;+15=0; -4 e 3. 

(3) ^+5x*+a-*-16j7*-20a?-16=0; -5 e i. 

(4) (x 3 — 26)(x*d-5tf+1)+t>0x=0; — 5 e 3, 

(5) (ar*—4-r— 2)*— 43=0 ; - 2 c 0. 

(G) x s +x*-Hir*— 25x— 30=0; —5 e 5. 

4. Trovare col metodo di Newton i limiti delle radici delle equa- 
zioni seguenti: 


(1) x 4 x 3 — 5x 2 -f8x— 9=0. (2) x 4 — 3x 2 -f;0x— 1 =0. 

(3) x»-x 3 +4x 2 -fx-4=0. (4) j 4 _5x*+11x*-20=0. 

(5) x 4 — 2x 3 — 3x 2 — 15x-3=0. 

5 - Dimostrare che x 3 +5x 4 -20x 3 - 19x-2=0 ha una radice tra 2 
e 3, ma nessuna maggiore di 3, ed una radice fra —5 e —4, ma 
nessuna minore di —5. 

G. Applicare il metodo dcU’Art. 102 a trovare il numero e la si- 
tuazione dello radici reali delle equazioni seguenti: 

(1) x 3 ~i2af+17=0. (2; x 4 -32xf2U=U. 

(3) X 3 — 3x+3=0. (4) 4x 3 -f 9x* — 12xd-2=0. 

(5) x 7 -a s x*-t-c 7 =0. (6) x 3 '*— ;«•*+)- 0. 

Mostrare che l’equazione 3x 4 +8x 3 — Gx 2 — 24xf r=0 avrà quat- 
tro radici reali se r è minore di —8 e maggiore di — 13, e duo ra- 
dici reali se r è maggiore di - 8 d minore di 19, o nessuna radice 
reale se r ò maggiore di 19. 


Vili. 

1. Ottenere le radici commensurabili delle equazioni seguenti: 

(1) .r>-10Gx— 420-0. (2) x*-9x*+22x-24=0. 

(3) ,r 3 -2x 5 - 20x1-50 0. (4) 2x 3 3x 2 q-2x-3=U. 
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(f>) 34»-2x*-6x+4=0. (0) 3x 3 -26x*43tx-12=0. 

(7) x* - 2x- ; 48x— 16— 0. (8) x*— x 3 — 13x*4l6x-48=0. 

(9) x»-x 3 ~x*419x- 42=0. (10) x»+8x 3 ~7x 1 - 49x456=0. 

( 1 1) x»-3x*-9x J +2 1 x*-10x424=0. 

(12) x® — 7x®4 1 lx* — 7x®4 1 4x*— 28x+ 40=0. 

2. 1 coefficienti dell’equazione /(x)= 0 siano tutti interi; mostrare 
che" se f( 0) ed f(ì) sono entrambi numeri dispari l’equazione non 
può avere radici intere. 

IX. 

1. Risolvere le equazioni seguenti ciascuna delle quali ha due 
radici della forma a, —a. 

(1) x*— 2x* — 2x*+8x — 8=0. (2) x‘+3x 3 — 7x 2 — 27x— 18=0. 

(3) x l f3x 3 +2x i +0x-3=0. (4) x^x 3 - 1 lx*-9x+18 =0. 

2. Risolvere le equazioni seguenti in ciascuna delle quali le ra- 
dici sono in Progressione aritmetica. 

(1) x 3 — Gx*4l lx— 6 = 0 . (2) x 3 — 9x* + 23x— 1 5=0 . 

(3) x*— 8x*+ 1 lx* 4-8x— 15=0. (4) x*44x s -4x*-16x=0. 

3. Risolvere le equazioni seguenti nelle quali sono date alcune 
condizioni relative alle radici. 

(1) 3x 3 — 2x*-27x-f-18— 0; prodotto di duo radici ò 2. 

(2) x*— 3x 2 — Cx-2.-0; prodotto di due radici è — 1. 

(3) x 1 -'tx 3 -j-5x 2 - 1 Gx -(-4=0 ; prodotto di due radici è 1. 

(1) 2x*— nx 3 +l lx 1 - 1 1 x 40 = 0 ; prodotto di due radici è 1. 

(5) x*— 45x 2 — 40x+8ì=0; dilTorcnza di due radici ò 3. 

(fi) x 3 — 7x*-f l 5-r 3 — 1 5 x* 4-4 4x— 8=0; una radice doppia di un’altra. 

1. Risolvere le equazioni seguenti in cui le radici sono delle for- 
me rispettivamente assegnate. 

(1) x 3 -10x 2 4-27x-18=0; a, 3a, 6«. 

(2) x 1 10 x 3 4-35x s - 50x424=0; bH,«-I,HU-1- 
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(3) Gx l — 43x 3 + 107x*— 108x4-36=0; a, b,“, - . 

b a 

(1) x^Sx‘4 óx 3 — 50x 2 — 3Gx-|-72=0; a, 2 a, b, 2 \b, abb. 

(5) x a ~ 4x 3 4-10x 4 — lG.r’-f 44x*— 16 x 4-56= 0; a±^2±yV<, ±yV. 

(6) x®— 12r 4 — 2x 3 4-37x i 4 lOx— 10— 0; l±^/u, b±- y/2, 

5. Risolvere le equazioni seguenti , ciascuna coppia avendo- una 
radice di comune. 

(1) x 3 — 3x l — 16x— 12=0; x ;i -7x s 4-5x-|-13=0. 

(2) x 3 — 3x*4-4ix— 9=0; x 3 — 5x*4-llx— 7=0. 

G. Risolvere a- 3 -7x 2 +3G^0, ed x 3 —3x 2 — 10x4-24=0, la prima 
delle quali ha una radice eguale a tre volte una delle radici della 
seconda. 

7. Risolvere le equazioni seguenti che hanno due radici di co- 
mune. 

x*— 2** — 7x*4-26x 20=0; x l +'ix 3 - 2x* -12x4-8=0. 

8. Trovare in termini di m ed a le radici dell’equazione 

x* +pax 3 4-(m*+ m)«V + qa*x+a*= 0 , 

che sono in progressione geometrica; e determinare p e </ in ter- 
mini di m ed a. 

X. 

1. Risolvere le equazioni reciproche seguenti. 

(1) x 4 — 2 .f*+ 3x*— 2x-f- 1=0. (2) x»+4x 3 -iix 2 +4x+l=0. 

(3) 2x*-5* 3 +6x*- 5x+2=0. (4) x»+ix 3 -10x*+4x-|-4=0. 

(5) x®— 2x*— 19x s — 10x*— 2x-f 1— 0. (G) x-*— 4x*+x 3 +x*— ix+l -.0. 

(7) Gx 5 — 1 lx 4 -33.r 3 4 33x*+ 1 lx-G-0. 

(8) 2x®~ bx s q-4x*~4x 1 ì-óx- 2 0. 

(9) 8x®— IGx* 2óx :t IG./*+8_0. (lo) 1-U 3 - fl(l |-x) s . 
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2. Ottenere rad ici delle equazioni seguenti , ed abbassare le 
equazioni. 

(1) x 1 — 2x 5 +x*+.* 3 — 2x 2 +l=0. 

(2) j- 7 -t-2j e 8x 3 — lx l — ix 3 — 8a ,-i +2,r-t- 1 — 0. 

(3) a*H-2.r’+3x«+2r»-2r*-3ir l -az-i=0. (4) j- ,o -1=0, 

3. Esibire lo radici di ir*+jw*+l=0 nella forma 

, 1 1 

a, b, - , 7- 
u b 

4. Se a, b, c, ... dinotano le radici doll’equazione ricorrente 



x"+J).t" t -\-qx n 2 +...+g.r 2 +|>.r-)-l=.0, 



ir c * 

- + = (p*-2<z) 2 - 


b. Nell’equazione ricorrente x* n —pc 2n ~ 1 + ... = 0, se i termini 
sono alternativamente positivi e negativi e p non è maggiore di 
pi, le radici non possono essere tutte reali. 


XI. 

1. Risolvere lo equazioni seguenti. 

(1) x° - 1 = 0. ‘ (2) a 8 -1=0. (3) x» + 1 = 0. 

2. Mostrare che i fattori di aT+b 3 -t-c 3 — 3abc sono della forma 
a + bi + ci 1 , in cui i 3 — 1 = 0. 

3. Mostrare che i fattori di 

a 2 (a 2 -4fcd - c 2 )-6 2 (6 2 -4ac - d 2 )+c 2 (c 2 - Ud-a 3 ) - il*(d*-4oc b'-) r 
sono della forma a + bk + ck 3 -f die 3 , in cui A* — 1 =0. 


XII. 


1. Risolvere le equazioni seguenti. 


( 1 ) 2 = 0 . 

(3) ,t 3 — x-fG=0. 


(2) a- 3 — 9<r— 28=0. 

(4) 3x=- . 


(5) 3x 3 — Gx 2 — 2=0. (0) or»— 4 5x 2 — 33az+847=0. 

(7) .x- 3 +0«.r 2 =3f)a 3 . (8) x 3 -3(a 2 +& 2 )x=2«(« 2 36*). 
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2. Determinare la relazione fra 7 ed r necessaria affinché l’equa- 
zione x s -(- qx -)- r = 0 si possa mettere sotto la forma 

c quindi risolvere l’equazione 8 r® — 30^ + 27 = 0 . 

3. So le radici dell’equazione 3p-\-px* + qx + r=0 sono in Pro- 
gressione geometrica, rp^^zq*. Quindi risolvere l’equazione 

x 3 — x* + 2 .r —8 — 0 . 

4. Se le radici dell’equazione r® \-qr q- r = 0 si diminuiscono di 
h, mostrare che l'equazione trasformata avrà le sue radici in Pro- 
gressione geometrica se li è tale che 27r/* 3 — 9qr*/i* — 9 * = 0- 

5. Se le radici dell’equazione .r® + 3p.r 2 + ìqx + r — ii sonoin Pro- 
gressione armonica, 2q 3 =r(3pq — r). 

6 . Se le radici dell’equazione x 3 +2px-+3q.r-\-rz={) sono in Pro- 
gressione armonica, l’equazione rx*-f2q J a*+qr=0 contiene la mas- 
sima e la minima di esse. 

7. Le radici impossibili di t®+ qx+r—0 essendo poste sotto la 
forma a ± $ V— 1 , mostrare clic Jj 2 =3a i -f q. . 

8 . Se r, a+^p, a— sono le tre radici dell’ equazione 
x 5 +p i x 1 +p t x+p s —0, di cui r è reale, e so x 3 +m t x t +m ì ,x=z0 è l’equa- 
zione che risulta dalla diminuzione di tutte le radici di r, mostrare 

che a=— -~|-r e %=—\ (***+3^— p t *). 

9. Ridurre l’equazione x 3 +px-+qxi-r=tì alla forma y 3 —3ij+ui—tì, 
ponendo x=ay+b\ e risolvere questa equazione ponendo j/=ì-(--. 
Quindi mostrare che se l'equazione primitiva ha radici uguali, 

4(p*— 3q)®=(2p 3 — 9p7-(-27r) J . 

* \ 

10. Se le radici dell’equazione x^+px 3 ^ qx-\-r—0 sono in progres- 
sione armonica, sarà lo stesso per le radici dell’equazione 

( pq — r)!/ 3 - ( i> 3 —~pq-\-'ir)y*-\- ( pq— 3r)y— r=0. 
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Xlll. 

1. Risolvere le equazioni seguenti. 

(1) *»+4* s +3.r*-Hr-8'!-0. (2) j 4 -(u'*-8.t -3-0 

(3) ii -4 — 12a, ,3 -t- 49x*-18®+40=0. 

(4) x 1 — 2ar 3 +(a l — 26 2 )j 2 +2at 1 .c—a*t i =0. (Art. 192). 

2. Se 7 5 — p 2 s=0 l’equazione .x* fpa^+qa^+nr+s:^ si può risol- 
vere come un'equazione quadratica. 

3. Se .s e p sono positivi e 27p 4 è minore di 256$ le radici del- 
l’equazione x 4 +p.r 3 +s=0 sono tutte immaginarie. 

4. Supponendo che l’equazione a -4 -f g;r 2 -f ?•#+ $ =0 abbia radici 
della forma a±(3 V— 1, mostrare che i valori di a e P si possono 
trovare dalle equazioni, 

64a fl +32 9 a*+(4 9 *-16s)«*-r*=0, p 3 =a*+!+-^. 

•Z 


xiv. 

1. Applicare il Teorema di Sturm a determinare la situazione 
delle radici reali delle equazioni seguenti in cui sono assegnati i 
valori di alcune delle funzioni di Sturm. 

(1) i 4 —4;r 3 — 307+23=0', ^($r)=— 49 la:+-137 1 , f K {x)-~. 

(2) x K — 4-r 3 +# i +6.r+2=0; f. À (x)—hx ì — 1 Or— 7 , [ s (x)=x —\ , f i (x)=+. 

(3) r 4 +:r 3 +a;— 1=0; f t (x)=3x t — 12z+17, Art. 199, 

(4) x s — 2jr 4 +r 3 — 8r+6=0; /’ 3 (r)= 1 G.r 2 — 2 3r+ 9 . 

(5) a;3+5®*-20i*-19®-2=0', /’ 2 (r)=-20z 5 +60.; 2 +36x-9, 

/' 3 (j:)=9Cz: 2 +187ar+67, /' t (a , )=43651;r-f 54571 , f s (x)=-+. 

2. Applicare il Teorema di Sturm a mostrare che ciascuna delle 
equazioni seguenti ha solamente una radice, reale; e determinare 
la sua situazione. 

(I) .r 3 +(i.r*+10.r~ 1=0. ,r 3 ~C.r s +8.r) 111=0. 
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3. Determinare la situazione delle radici positive dell’equazione 
x*— 2x*-|- 3x 2 — 5x - 1 =0 , essendo data 

/’ i (a-)=6x(a:-l) l +19j:+6. 

4. Applicare il Teorema di Sturm alle equazioni seguenti. 

(1) x 3 -^ 2 — 2x— 1=0. (2) x 3 — 4x 2 — 4x-f20=0. 

(3) x*+2x 2 — 4x+10=0. (4) x”— x+T=0i 

XV. 

1. Mostrare che l’equazione 

x 3 - 3x*— 2 4x 3 +95x*~ 4 Ox— 10 1 =0# 

ha tutte le sue radici reali tra — 10 e 10, che essa ha una radice 
reale tra — 10 e —1, una tra —1 e 0, nessuna radice tra 0 ed i, 
ed una almeno tra 1 e 10. 

2. Applicare il Teorema di Fourier all’equazione 

x*-f-3x 3 +7x*-|-10x-|-l=0. 

XVI. 

1. Approssimare col metodo di Lagrange la radice positiva del- 
l'equazione 3x 2 — 4x— 1=0. 

2. Approssimare col metodo di Lagrange la radice dell’equazione 
x*+x 3 — 2x 2 -3x— 3=0, che cade fra 1 c 2. 

XVII. 

1. Applicare il metodo di Newton a calcolare la radice che è si- 
tuata tra i limiti assegnati nelle equazioni seguenti. 

(1) x 3 — 4x— 12=0; radice tra 2 e 3. 

(2) x 3 - 4x 2 — 7x-f-24=0; radice tra 2 e 3. 

(3) x 3 — 24x+44=0; radice tra 3 - 2 e 3-3. 

(4) x 3 — 15x— 5=0; radice tra 4 e 4-1. 

(5) x*— 8.r 3 H-12x*+8x— 4=0; radice tra 0 ed 1. 
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2. Applicare il metodo di Newton a calcolare una radice delle 
equazioni seguenti. 

(1) x*+3.r— 5— 0. (2) 3 j+20=0. 

XVIII. 

1. Applicare il metodo di Horner a calcolare la radice che è si- 
tuata tra i limiti assegnati nelle equazioni seguenti. 

(1) 120=0; radice fra 2 e 3.' 

(2) x 4 — 2ar 5 +21a:-23=0; radice fra 1 c 2. 

(3) x*— 5j^+3x 1 +3i»a;— 70=-0; radice fra 2 e 3, 

2. Risolvere l’equazione a s — 17=0 col metodo di Horner. 

3. Calcolare lo radici reali delle equazioni seguenti col metodo 
di Horner. 

(1) j»+j- 3=(>-. (2) x*+2*-20=0. 

(3) 3x»+5j- 40^0. (i) a' 3 +10i-if8x-120=0. 

XIX. 



Digitized by Google 



KSEJ1PII. 


V:V. 


3. Nell’equazione *”+/», * n *+...+/>„_,* +p„=0, supponendo che 
le radici siano a, b, e,...l trovare 


(1) la'-b 


(3) 2 


,(«+&)* 


ab 


(2) 2(a+6) (a +c) . . . (a + /) . 



Formare l’equazione di cui lo radici siano i quadrati delle 
somme di tre radici qualunque dell’equazione * 4 +p* 3 +-r*+s=0. An- 
cora formare l'equazione di cui lo radici siano le somme dei qua- 
drati di tre radici qualunque della stessa equazione. 

5. Se S t ,S v S s ,... sono le somme delle prime, seconde, terze,... 
potenze delle radici dell’equaziane /■(*)= 0, dellVi™ 0 grado, mostrare 
che 


xf'ix) 

f(*) 


S, 

= n + ~ + 
x 




S, 

+ — + ■ 


6. Se l'equazione a^+p 1 * w-, +p s a’ l-2 +pja n-3 +...+p n =:0 si tra- 
sforma in un’altra di cui le radici siano le somme di due radici 
qualunque dell’equazione primitiva, trovare i primi tre coefficienti 
dell’equazione trasformata. 


XX. 


1 . Trasformare le equazioni seguenti in altre di cui le radici 
siano i quadrati delle differenze delle loro radici. 

(1) z s -4.r+2=0. (2) **+4x+3=0. (3) **+1=0. 

2. Eliminare x dalle equazioni 

(t.r*+Er+c=0, <i'.r 2 +(/.r-t-c'=0. 

XXI. 

1. Trovare la somma delle potenze assegnate dello radici delle 
equazioni seguenti: 

(1) **-**— 19**+49*— 30=0; i cubi. 

(2) a- 5 — 3**— 5*+ 1=0; le quarte potenze. 

(3) *3— 2**— 22,r s — 2«.r s -|-72.rf 144=0; i cubi. 
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(4) jj*-f2aH-t=0; gl'inversi dei quadrati. 

(5) a?®— x— 1=0; le seste potenze. 

2. Se a, b, c, ... sono le radici di x n — 1=0, trovare la m b p . 

3. Se la somma delle r* potenze delle radici dell’equazione 
s n +ar-|-l=0 sia espressa da S r , e la somma delle r me potenze dei 
loro valori reciproci da Z r , dimostrare che 

1’ e -n = n — 2(~ 1)". 

4. Nell’equazione x 11 — ir*4-i = 0, trovare Sa" -3 , Ea n-ì , e Sa”; 
supponendo n maggiore di 3. 

5. Trovare le somme delle r me e (2n) me potenze delle radici 
dell'equazione x ir —px r +q= 0, supponendo n maggiore di r. 

XXII. 

1. Risolvere le equazioni 

(y — 1)** + yx + y* — 2y = 0) 

(y-ì)x + y = 0 ) 

2. Risolvere le equazioni 

(y-l)x*+y(2/+l)!r 1 4-(3y 1 +y-2)a-+2!/^0l 
(y — i)~c 2 -l-y(y+l)arH-3i/* — 1=0 ) 

3. Mostrare che le equazioni seguenti non hanno alcuna so- 
luzione: 

yx 3 — (y* — 3y — 1 )x + y — 0) 

.r 2 — ?/ 2 -J- 3 = 0 ì 

XXIII. 

1. Trovare il primo termine di ciascun valore di ij quando si 
sviluppa secondo le potenze discendenti di x dall equazione 

ìj'x — y 3 r 2 -f 3 yx 3 — y~x + 4 y — ‘ìx = 0 . 

2. Trovare il primo termine di ciascun valore di y quando si 
sviluppa secondo le potenze ascendenti di x dall’equazione 

Jf *-* + a* 1 1 y — a-“y*+?iT , y *— Jff*y * + ?/•■ — 3 jry • +* 1 4 y ,s =* 1 - 
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ESEMP1I DIVERSI. 

1. Se vi sono n quantità a, b, c, ... , e se n funzioni di esse si 
prendono della forma 

(x—b)(x — c)... 

(i a — b ) (a—c)...' 

mostrare che la somma di queste funzioni è l'unità. 

2. Far sparire il termine che contiene il cubo della quantità 
ignota dall'equazione 

a- 6 -f 5x* + 200*® — 1 lx -f 6 = 0 . 

3. Mostrare in qual modo trasformare un’equazione che ha va- 
riazioni e permanenze di segni (1) in una che ha solamente per- 
manenze di segno, (2) in una che ha solamente variazioni di segno. 

4. S e p e q sono positivi, l’equazione x w -pz tr +q—Q ha quattro. 

frp\ n 

radici reali diverse o nessuna secondo che ( — ) £ maggiore o mi- 

( rg Y‘- r W 

nore di 1 1 ", ed essa ha due coppie di radici eguali so 

5. Se — —P n -r x ' 1 r > — Pn-r** ••• sono i termini ne- 

gativi di un’equazione dell’n mo grado, allora la più grande radice 
dell’equazione sarà minore della somma delle due più grandi fra 

l i 1 

le quantità (p n _ q ) v , (p n _ r ) r , (l>„_ s ) s . ••• 

G. Se k ò l’ultimo termine di un’equazione dell’?»" 10 grado di cui 

t 

le radici sono in progressione geometrica, mostrare che k n ò una 
radice, se n è dispari. Mostrare che, in simil modo, si può trovare 
una radice di un’equazione di un grado dispari di cui le radici 
siano in progressione o aritmetica o armonica. 

7. Trovare la massima comune misura di j® — a- 4 — 3x — 1 ed 
x 1 — Cx* -)- 7x® + 7x- — 6x — • 3. 

Risolvere l’equazione x 3 — 6x*+7x*-|- lx-— 6x — 3 = 0. 
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8. Diminuire di li le radici dell'equazione 
x l + qr 2 + >’x + s — 0; 


dare un valore tale ad li che le radici dell'equazione trasformata 

ìli 111 

siano della forma a, — , b, — , e mostrare come si possa risolvere 
a b 

questa equazione. F.s. a 4 — 2r*+lfij+l=0. 

9. Mostrare col procedimento per estrarre la radice quadrata da 
un’espressione algebrica clic l’equazione x l +px 3 i-qx' i +rx-{- s=Q si può 
ridurre immediatamente ad equazioni quadratiche sep s s^4qj+r*=0, 
o pure se p 3 — 4pq+8r= 0. 

3 

10. Dimostrare che l’equazione x i -\--qx i +rx-\- s—0 non può avere 
tutte le sue radici reali se q 5 -fj -2 è positivo. 


11. Se f(x) è una funzione ■ razionale intera di x, o f (x) —0 o 
f'(x )= 0 ha certamente una radice reale. 

12. Mostrare in qual modo trovare il valore della funzione semi- 
simmetrica a 2 ò+& 2 c-t-e 2 a delle radici di un’equazione cubica. 

13. Dinotino a, b, c, ... k le radici dell’equazione 5(a-)=0, che 
è deH’n mo grado e nella sua forma più semplice, e si suppongano 
queste radici tutte disuguali: mostrare che l’espressione 

a T , Jf_ c[_ ^ JT_ 

<f'(a) 1 ( f\b) ' tf\c) ’ 

è eguale all’unità se r = n — 1, ed è zero se r è zero o un intero 
positivo qualunque minore di n — I . 

!)"-« 

Mostrare ancora, che se r — — 1 l’espressione = . 

abc ... k 


14. Se <f {x) = x n — 1 , ed a, b, c, ... sono le radici di cp(-r)=0, 
mostrare che 

«a’"" 4 1 1 1 

x n — 1 x — a x— b ‘ x—c 


15. Mostrare che la parte intera di 
bile per 2”. 


1 



<v /3 + V®)*" - ’ 


è divisi- 


Digitized by Google 



)( 256 )\ 


RISPOSTE. 


I. I. #*+l l,r 5 -f 47 j*+205j?-(- 830; resto 330G. 






III. 7. -1 , 30 ; 121. S. a- 5 ; g_2. 

9. — P*+3p t iu— 3p 3 . 10. a:* — 2 r 3 — 2ar-t- 1=0; indi si veggal'Art.48. 

li. (p I *-5p > ) , - " r — y— * ~ »■ 13. Nell’identità dell’ Art. 45 

Pn . — , — 

si sostituiscano successivamente V — 1 e — V— 1 per x. 

, 2 

IV. 5. Le radici sono 6, G±7V— 1. 7. y k — 2i/ I +^=0. 

8. Si veggano gli Art. 22 e 50. 15. Si applichi l’Esempio 14. 

VI. 1. (15)— 7 è una radice. (16) ^ è una radice. (17) La 
radice 1 si trova tre volte. (18) La radice — 1 si trova tre volte. 
(19) 2 e 3 sono radici. (20) Le radici 1 e —1 sono ripetute. 

3. Supponiamo che la radice ripetuta sia dinotata da a, e l’altra 
da b\ allora il primo membro dell’equazione proposta deve essere 
identico con (x— a) 3 (x— b)\ quindi possiamo eguagliare i coefficienti. 

VII. 7. Le radici di f'(x)~ 0 sono —2, —1, 1; si usi l’Art. 102. 

Vili. 1.(4) |. (6)|. 


IX. 2. (3) -1, 1, 3, 5. (è) -4, -2, 0, 2. 

3. (1) 3, l (2) l±^/2. (3) 2± v /3. (4) ‘(3 ±V^T>. 

ì) -4 

(5) -2, 1. (fi) 1, 2. 
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4. (1) a=i. (5) a-'i, b- 2. ' (3) a=2, 6=3. 

(4) «=4, 6=-3. (5) a=i, 6=-3, c=-2. 

(G) a=3, 6= — 1 , c=5. 

5. (4) _t, (2) 1. G. Le radici sono G o 2. 

7. Le radici comuni sono date da # s +lr— 4=0. 

8. Si dinotino le radici con f,a?, a’ 3 ; si eguagli il loro pro- 

P r 

dotto ad a*, e la somma dei prodotti di ciascuna coppia ad (m s + m)a*. 
Si può dimostrare che p deve essere eguale a q. 

XII. 1. (1) 2. (2) 4. (3) -2 


I 

( 4 ) 2*— 2 5 . 


5) ^(-*+ 2 +^)- 


(7) 


(G) La radice 1 1 si trova due volto, 
6a 


* 


(8) 2o. 


2 J +Ì 


XIII. 1. (1) 3, -2. (2) La radice — 1 è ripetuta. 

(3) Si diminuiscano le radici di 3, ed allora l’equazione biqua- 
dratica può essere risoluta. 

XIV. 1. (1) Una radice fra 2 e 3, un’altra fra 3 e 4, e due ra- 
dici impossibili. (2) Due radici fra 0 e —1, e due fra 2 e 3. 


XIX. 1. (1) (r-9)Hp(r-9)+r. 

(3) -2p 3 +pg-3r. (1) 9<?-3 p*. 


(2) 2p s — 9pg-f27r. 

g 2 +rp 


(5) 


r-pq 


( 0 ) 


«T 3 (q-p*)p 


+ 3. (7) ~(3g-p 2 )(3pr-g*)-^(pg-9r)*. 


2. 2 q. 3. (1) 3pj-p,p». (2) Se dinotiamo l’equazione con 

f(x) = 0 , l’espressione proposta che segue il simbolo b diviene 

— — — — . Quindi la somma richiesta è 
2a(— 1) 4 v 

ò|‘Vl-P» ? n-l+Pr S n-S - ’ ' ■' r ( — I \ • 
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(3) ?i^ + n*-2 M . (4) W-ZPjPn-i 

P “ Pn 

6. Sia l’equazione trasformata 

x m +q t x m -'+< ìt x m -*+q 3 j; m -z+ ...=[)■ 


.. n(n— 1) 

allora m= — - — . Possiamo trovare le 

radici dell’equazione trasformata, e 
1 Art. 244. Otterremo 


somme delle potenze delle 
quindi i coefficienti con 


, .. (n— l)(n— 2) 

</ t =(n-l)p t ; q t = .V+(n-2)jy, 

(n-t)(n— 2 )(h—3) 

Qj i>i , '+(»-2)*p 1 Pj+(n-4)i)j. 


XXII. 1. Le soluzioni sono date da 

!/ 1 -2i/- 0 ed (y-l)j+i/=(). 
2. Le soluzioni sono date da 


»/-— t ~0 ed (i/— i)j-f2i/=-0. 


XXIII. 1. j/=ar+. 


O 



2. Sei valori della lorma y=x 1 (n+U), in cui u deve essere de- 

— * 

terminato da 1— «*— u 4 +« # =0; tre valori della forma y=x 3 (u+f/), 
in cui u deve essere determinato da l-3« s =0; e quattro valori della 

_ 13 

forma y—x * (u+U), in cui u deve essere determinato da 3— u 4 =0. 


ESEMPII DIVERSI. 


1. Si chiami la somma 9 ( 4 ); indi si dimostri che 9 ( 4 ')-* & iden- 
ticamente zero con l’Art. 39. 

2. j/° — 1 2«/ 3 -}-G5 j/ 4 — 8 ì0t/-+203T // — 1 428—0. 

15. Si formi un’equazione quadratica con le radici + e 
— 3; indi si adoperi l’Art. 261. 
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AGGIUNTE. 


I. INTRODUZIONE AI DETERMINANTI. 


I. Ci proponiamo di doro qualche notizia della teoria dei deter- 
minanti , un ramo delle Matematiche di origine comparativamente 
recente, ma già di grande e rapidamente crescente importanza. In 
questo Capitolo considereremo alcuni eseinpii particolari ed illustra- 
zioni che abiliteranno lo studente a formarsi un concetto della na- 
tura e delle proprietà dei determinanti •, nel Capitolo seguente di- 
mostreremo i principali teoremi generali del soggetto, e nel terzo 
Capitolo daremo alcune applicazioni alla teoria delle equazioni. 

■ Si considerino le equazioni simultanee 


a x x+b x y=c x , a 2 x \-b t y =c t ; 
da queste equazioni otteniamo 


x _ bj c i b t e t 
a l b ì — a 2 b t ’ 


a.c t — a,c. 

y = — — ' , 

a x b t — a t b x 


Il denominatore comune a l b., — a ì b l si chiama il determinante delle 
quattro quantità a x , b x ,a t ,b t , e si dinota col seguente simbolo, 

ì «i . 6 « I 


I numeratori dei valori di x ed y sono anche determinanti; e pos- 
siamo esibire i valori di x' ed y così, 


a \ , b t 


c, , b t 


o, 

b t 

y = 

fl , , c, 

^2 * ^2 


c ì , b t 





^2 » f ‘2 


2. I determinanti qui considerati si dicono tutti essere del secon- 
do ordine, poiché essi consistono di termini ciascuno dei quali è il 
prodotto di due quantità. Le quantità b x , o 2 , b v che si trovano 
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nel determinante — « 4 li, si chiamano i costituenti 'del determi- 
nante; i prodotti n,t/ 2 ed a., 6, si chiamano gli elementi di quel de- 
terminante. Cosi un determinante del secondo ordine consiste di 
due elementi che contengono quattro costituenti. Nel simbolo ado- 
perato per dinotare questo determinante i costituenti sono disposti 
in un quadrato formante due linee o due colonne. 

3. Indicheremo ora alcune proprietà dei determinanti del secon- 
do ordine. 

Poiché abbiamo 


«1 - b i 

— a l h. t — a 2 b t ~ 

a, 

a-. 

rtj , l> 2 



b 2 


ne segue che il determinante non si altera cambiando le linee in 
colonne. 

't. Le seguenti identità si possono verificare facilmente 


a \ > 


b x , a 1 


a 2 , b 2 


| ^2 » 

a 2 , b 2 


b± t 


a t , b t 


1 b ì , a, 


Cosi nel determinante, se le due linee o le due colonne si scambia- 
no tra loro, il segno del determinante si altera, ma non il suo va- 
lore; se tutti e due questi scambii hanno luogo, il determinante è 
inalterato. 

5. Abbiamo 


j>a,, fc, ! 

» l> t 

1 . 

pb, 


a l » 



, 


\ 


pCl^y Ut) | 

a 2 j ^2 

1 ^2 ’ 

b ì 

^2 i ^2 


Cosi se ciascun costituente in una linea o in una colonna si 
moltiplica per una data quantità, il determinante si moltiplica per 
quella quantità. 

(i. Abbiamo 


l«, 


= 0, 

1 a *’ 

«i 

1 «. 

. b ì 


1 , 

a » 


Cosi se due linee o due colonne sono identiche, il determinante 
svanisce. 
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T. Si può dimostrare sviluppando i determinanti che 
j ò|-j- 6 j' | ^ J fl|, J j flj , b, a t , b t | ; fl i • ò, 

| , òj-pòj | I Uj, b . j j | flj , ft, flj, & 2 | | i/j , fcj 

Cosi il determinante, di cui ciascun costituente è la somma di due 
termini, è equivalente ai quattro determinanti che si possono for- 
mare prendendo invece di ciascuna colonna una delle sue colonne 
parziali. Come un caso particolare supponiamo «,' = &, ed a 2 '=ò 2 ; 
allora il secondo dei quattro determinanti precedenti svanisce per 
l’Art. 6, ed abbiamo 

| «,+&,. 6,+b,' _ rt,, ___ «pVI^ V b i i 

| btt b .> i &2» I 

8. Per l’Art. 7 abbiamo 


a t a 


I a, a,, u,a 2 


«,ap é.p. 

òj^p a, (Xj 

| di» Ot | 1 (l.yCL.y 

^2?l ’ ^2p2 

U 2 0tp Òqjij 

^ 2^2 


. Pl?2 ] &P 

a,^| a,, 6, 

+ ?l*2 V «I | 

1 «*. a i 

1 *f. *2 

| «j. b t 

1 b s , a s | 


per l’Art. 5. Per l’Art. 6 i primi due dei quattro determinanti ora 
scritti .svaniscono. Per l’Art. 4 


('osi rimane 

(a,?* - ?*«*) 

Quindi 


V «, |__ j «p j 

#2 i I ^2’ | 

a,, ò, I . ! a,, fi, I l «p ò, I 

ClOli - X 

| j ^2’ r2 1 I ®2* ^2 I 


1 a., 0. 1 

1 

M=| 

i : .xi 

i «2- r2 i 

1 a t- 

b ì 1 ! 


a,a,+ò,Pp J 

«.,a,-t-ò,Sp | 


Cosi il prodotto di due determinanti del secondo ordine è un deter- 
minante del secondo ordine. 
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Come un caso particolare, supponiamo che i costituenti a,, 
a 2 , p» siano rispettivamente eguali ai costituenti a t , b t , a t , b 9 \ al- 
lora troviamo che il quadrato del determinante 


é eguale al determinante 

j V+V> afCi^bfb* j 
| a t a ì +b t b ì , a 2 *+i> 2 * | 


9. Passeremo ora ai determinanti del terzo ordine. Consideriamo 
le equazioni simultanee ' 

a,a:+6 1 i/-|-c 1 3=d,, a ì »-|-6 2 y+c i 3=ri 2 , a 3 x-j-b 3 !/+c 3 3—d 3 ; 

. , i 

da queste equazioni otteniamo 

d ì (b ì c 3 — 6jCj) 4- d 2 (fc 3 e, — é,c 3 ) 4- d 3 (*,c 2 — é 2 r,) 
a i(b 3 c 3 — b.Cj) + o 2 (b 3 c | — t,c 3 ) + a 3 (b ì c ì — ii 2 e,) ’ 

e simili espressioni per i valori di y e z. 

11 denominatore del valore di x si chiama un determinante del 
terzo ordine, elio contiene i nove costituenti a,, c,, a 2 , t> 2 , c 2 , 

a 3 ,b 3 ,c 3 , il determinante consiste di sei elementi, ciascun elemento 
essendo il prodotto di tre costituenti. Questo determinante si di- 
nota col simbolo seguente, 

a,, 6,, c, 
é 2 , c 2 
a .v b 3 , c 3 

Poiché il valore di questo determinante è 

a, (é 2 c 3 - b 3 c 3 ) + a 2 (& 3 c, - b t c 3 ) + a 3 (é,c 2 - é 2 c,) , 

possiamo esprimerlo per mezzo di determinanti del secondo ordine, 
così 


1 ^2» 

c 2 j + a i j é 3 , C 3 

-f a 3 j 6 t , c, 

1 

c 3 1 1 *1» c l 

1 ^2’ c 2 


11 numeratore del valore di x è anche un determinante del terzo 
ordino - , dobbiamo solamente cambiare <*,, a 3 in d v d 2 , d 3 ri- 
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spettivamente nello espressioni simboliche già date per il denomi- 
natore, ed otteniamo espressioni simboliche* per il numeratore. 

Vedremo ora che i determinanti del terzo ordine hanno le stesse 
proprietà come i determinanti del secondo ordine. 

10. Supponiamo n, = l, 0, ed a 3 = 0: allora abbiamo 


1, 6|, c, 
0, ò 2 , q 

II 

h> e t 

0, b 3 , c 3 


r j 


Cosi il determinante del terzo ordino si riduce in questo caso ad 
un determinante del secondo ordine. 1 valori di b t e e, non hanno 
alcuna influenza sul valore di questo determinante, e possiamo se 
ci piace supporli zero. 

Quindi vediamo che avendo una relazione tra determinanti del 
terzo ordine possiamo dedurre la relazione corrispondente per i de- 
terminanti del secondo ordine supponendo che alcuni costituenti 
svaniscano. 


il. Si può mostrare sviluppando i determinanti elio 


b i< «z 

+ a ì 

c 3 

-i -«3 C i 

i»3, Cj 


C, 

C 2 

èj, b 3 

+ &, 

c 2 , c 3 

+ C| I 0, 

c f c i 


ttj, a 3 

1 ^2» 


cioè, 


a,, 

v 

c l 


«1. 


«3 

«2. 

*«•. 

c 2 

= 

K 



°3> 

h> 

C 3 



c t . 

c i 

il 


Cosi il determinante non si altera cambiando le linee in colonne. 


12. Le identità seguenti si possono verificare facilmente, espri- 
mendo i determinanti del terzo ordine per mezzo di determinanti 
del secondo ordine e sviluppando: 


Oj » b | , C| 


è,, « t , C, 


è,, c,, o, 

a 2 , b 2 , c 2 

~ - 

b-£l Cl.j,, 

= 

» Co * 

b 3 , c s 




r 3> a a 
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Cosi se due colonne si scambiano tra loro il segno del determi- 
nante si altera ma non il suo valore, e quindi se questa operazione 
si effettua due volte il determinante non 6 alterato. Quindi, por 
l’ Art. 11, se due linee si scambiano tra loro il segno del determi- 
nante si altera ma non il suo valore, e quindi se questa operazione 
si esegue due volte il determinante non è alterato. 


Quindi segue ancora che se si scambiano tra loro due colonne 
ed anche due linee il determinante non è alterato; sicché 


a tt 


boi o 2 , c 2 


— 

b t , a,, c, 

«3- b 3' c 3 


b 3’ a 3’ C 3 


13. Como nell’ Art. 5 possiamo dimostrare che so ogni costituente 
in una linea o in una colonna si moltiplica per una data quantità 
il determinante è moltiplicato per quella quantità. 


l i. È facile mostrare che 


i/,, b x 


#2» ^2* ^2 

= 0 ed 

a 3 , 6», b 3 



a,, b t , c, 
ir., , &>> , c.> 
Uj, c « 


= 0. 


Cosi se due linee o due colonne sono identiche il determinante 
svanisce. 


15. È facile vedere che il determinante 

c, ' 

b it r 2 ! 

a 3 -|-a 3 '-fa 3 ", b 3 , c 3 | 

è equivalente alla somma dei tre determinanti 


t b yt c, 



b i » 



6,, c, 

0 2 . b.,, c 2 


«V. 

b*y C+ 


a 2 ", 

b^ì ^2 

a 3’ ^3’ c 3 

* 

a 3 '< 

^3» C 3 

» 


^3» r 3 


ed un simile risultato si otterrebbe se ciascun costituente nella pri- 
ma colonna consistesse della somma di quattro termini, o della 
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somma di cinque termini, o cosi di seguito. Ancora, se ciascuno 
dei costituenti b,, fc 2 , b s si rimpiazza con tre termini, ciascuno dei 
tre determinanti precedenti diviene equivalente alla somma di tre 
determinanti; e così di seguito. In questo modo si può vedere che 
il determinante seguente è equivalente alla somma di 27 determi- 
nanti : 


a *+V+«i". ftf+V+6,", 

a 2 -fa 2 '-fo 2 ", b 2 -fb 2 '-l-b 2 ", 
«a+a 3 '+« 3 ". W+V'. 


c^c.'+c," 

c 2 +c 2 '+c 2 " 

^+c 3 '+c 3 " 


I 


I 27 determinanti si debbono formare prendendo invece di cia- 
scuna colonna una delle colonne parziali; così per esempio tre di 
questi determinanti saranno i tre che sono dati qui sopra. 


16. Come un caso particolare dell’Alt. 15 prenderemo il deter- 
minante seguente: 

«i*r +&,Pi+c,i; 1 . «i«*+frig*+e,Trj, ai«3+Va+ c i?s 

a j a ,+ 6 i(3 t + c 2Yi' a t a i +b ì ^ t +c ì r( v fl 2 a 3 4-b 2 p 3 +e 2 Y 3 
«a^i + 6 3?l + C 3Yl. a 3 a 3+ & 3?s + c sY3 i 

Si troverà che dei 27 determinanti di cui questo si può conside- 
rare la somma, tutti eccetto 6 svaniscono per gli Art. 13 o 14. Per 
esempio, abbiamo per uno dei 27 determinanti, 






a i> 

a„ 

b, 

«2 a,- 

^2^2’ 


cioè, 

a 2* 


b 2 

«3*1- 


b 3?3 


a 3 , 


h 


per l’Art. 13; e questo determinante svanisce por l’ Art. 14. Uno 
dei sei determinanti che rimangono ò 

O|0t|, b|- t J 2 , C|Y 3 a |> 

a 3 a v &j$ 2 , c 2 y 3 cioè, a 2 , b 2 , c 2 

fl 3*l> ^3[ J ì< C 3I3 fl 3> ^3’ C 3 

Un altro dei sei determinanti che rimangono è 


a,ot,, 

C 1 i 2’ 

^l?3 

a«Yi?s 

flj, C*|, 

b, 

« 2 «i, 


b 2i J 3 

cioè, 

fl.>2 Cg» 

b 2 

«3*1- 

c iTr 



a 3 , 

"3 
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a iT2?J fl J> b V c | 

cioè, o», b 2 , c 2 per 1* Art. 12. 

Oj, b 3 , c 3 

11 risultato si è clic i sei determinanti che rimangono costituiscono 

^ji l*[i D| 


^i^sTs ?aTì) r *2(^37» ?i 7 s)+ ®s(^iTì UiYi)!' 


cioè, 


a,, t, 



®2' P»’ Y2 

X 

^2* ^2* ^2 

«v v.v 7 a 


a 3* ^3» C 3 


flj, Cj 

°j> b s > 


Quindi vediamo che il prodotto di due determinanti del terzo 
ordine si può esibire come un determinante del terzo ordine. Se 
supponiamo a,, ò,, ... rispettivamente eguali ad a,, $ t , ... otte- 
niamo un determinante del terzo ordino che è equivalente al qua- 
drato di un determinante del terzo ordine. 


17. Abbiamo ora dato sufficienti esempi della natura e delle 
proprietà dei determinanti da abilitare lo studente a formarsi una 
idea del soggetto. Avremmo potuto limitarci ai determinanti del 
terzo ordine, poiché per l’Art. 10 le proprietà dei determinanti del 
secondo ordine si possono dedurre immediatamente dalle proprietà 
corrispondenti dei determinanti del terzo ordine, ma il metodo che 
abbiamo adottato recherà giovamento al principiante. Nel Capitolo 
seguente daremo dimostrazioni generali applicabili a determinanti 
di ordine qualunque. 

Si osserverà che noi c’introduciamo al soggetto dei determinanti 
considerando le forme ottenute nel risolvere alcune equazioni si- 
multanee. Lo studente cosi può vedere ad un tempo che le espres- 
sioni chiamate determinanti si presentano naturalmente nelle ma- 
tematiche. Nondimeno à più conveniente nel trattare la teoria ge- 
nerale di dare una definizione indipendente di un determinante, e 
questo faremo nel Capitolo seguente. Si preparerà lo studente per 
quella definizione se consideriamo qui il determinante del terzo 
ordine sotto questo nuovo punto di vista. 

18. 11 valore del determinante 

b \> 

a v à 2 , c 2 

b :i< c j 

a l l, ì r 3 (, |ÙjC 2 I — n i ,, i c 3 
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Il primo elemento qui è a t b t c 3 , il quale è il prodotto dei costi*- 
tuenti situati diagonalmente nel simbolo di quadrato che dinota il 
determinante. Gli altri elementi si possono dedurre tutti dal primo 
elemento in un modo che ora spiegheremo. Gl’indici 1, 2, 3 si 
debbono apporre alle lettere a, b, c in tutti i modi diversi secondo 
i quali quegl’indici si possono permutare; e si deve porre innanzi 
ad ogni elemento il segno + o — secondo che esso si può dedurre 
dal primo elemento con un numero pari o con un numero dispari 
di cambiamenti scambievoli fra due indici. Così il secondo ele- 
mento dato sopra è a,fc 3 c s ; questo si può dedurre dal primo ele- 
mento scambiando tra loro gl’indici 2 e 3, e cosi secondo la regola 
deve essere preceduto dal segno — . 11 terzo elemento ò a 2 b s c,; que- 
sto si può dedurre dal secondo elemento scambiando tra loro gl’in- 
dici 2 ed 1, e quindi esso può dedurci dal primo elemento con due 
seambìi di due indici, e così secondo la regola deve essere prece- 
duta dal segno +. Similmente si possono determinare i rimanenti 
elementi con i loro convenevoli segni. 

19. Gli esempi seguenti sono casi particolari di determinanti 
del terzo ordine, che lo studente può verilìcare: 

(1) a, h, g 

li , b, f ~ abc — ap — bg * - c/i* 4- 2 fgh . 

j 9 . A e 

(2) p* Vii | ' 

= x l y ì -x 2 y l + x 2 y 3 -x 3 y 1 + T 3 y i -x t y r 

! i> x 3 > 2/3 ! 

(3) ì , Oj *j- n*, 

1, b, + b ,, b ì b i =(a i -b t )(b t -c i )(c i -a,,)-r(a ì -b l )(b ì -e t )(c i -a t ). 

1 , c, + c 2 , c, c t 

0) ! 1. Y ,-P 

j -y, 1. a = 1 4 a 1 4 fi* + Y*- 

-a , 1 
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li. PROPRIETÀ DEI DETERMINANTI. 

20. Si abbiano n simboli a,, a t , ... a n : allora uno (li questi sim- 
boli si dirà supcriore ad un altro, quando esso ha un indice mag- 
giore, sicché per esempio a 3 è superiore ad a, o a,, a + ò superiore 
ad a 3 o dj o c cosi di seguito. 

Supponiamo ora clic si siano formate le permutazioni di questi 
simboli; allora sempre che in una permutazione un simbolo supe- 
riore precede uno inferiore si dice esservi un’ inversione. Cosi, per 
esempio, nella permutazione a ì a i a 3 n, vi sono quattro inversioni, 
cioè a 2 a t , « 4 ^ 3 , « 4 »! ed e s a,. 

21. Le permutazioni dei simboli a,, a 2 , ... a n si possono dividere 
in due classi, quelle in cui vi ò un numoro pari d’inversioni e 
quelle in cui ve n’ è un numero dispari. 

22. Quando in una permutazione qualunque due simboli si scam- 
biano i loro posti mentre gli altri restano invariati il numero delle in- 
versioni si accrescevo si diminuisce di un numero dispari. 

Dinotino gal: due simboli dei quali sia k il superiore. Dinoti .4 
il gruppo dei simboli prima di g e k, dinoti 11 il gruppo tra g e k, 
e dinoti C il gruppo dopo di g e A; sicché le permutazioni che dob- 
biamo paragonare si possono dinotare con AgBkCad AkBgC. Allora 
la differenza tra i numeri delle inversioni dipende dai simboli che 
costituiscono i gruppi gllk e kBg. Sia costituito B da $ simboli e sup- 
poniamo che p, di ossi siano superiori a g a $ 2 di ossi superiori a 
k. Allora nel gruppo gBk, oltre le inversioni nello stesso B, vi sono 
p—p, -f inversioni; infatti g è superiore a p — p, dei simboli in 
B, e vi sono simboli in B superiori a k. Nel gruppo kBg, oltre le 
inversioni nello stesso B, vi sono £ — ^ 2 + Sj + 1 inversioni; infatti 
k è superiore a p — simboli in 11, e vi sono (J, simboli in B su- 
periori a g, e k è superiore a g. Quindi la differenza tra i numeri 
delle inversioni è 

? ~ ? 2 + Pi + * — (P ~ Pi + i'ì) ’ 

cioè, 2(f,— £ 2 )+ 1; cosi questa differenza è un numero dispari. 

23. Con scambii ripetuti di due simboli tutte le permutazioni di 
un gruppo di n simboli presi tutti insieme si possono dedurre da 
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una data permutazione. In questo modo di dedurre le permutazioni 
otterremo, per l’Art. 22, alternativamente permutazioni con un nu- 
mero pari d’inversioni e permutazioni con un numero dispari di 
inversioni. Il numero totale delle permutazioni di un gruppo di 
simboli presi tutti insieme è un numero pari', segue da ciò clic vi 
sono tante permutazioni con un numero pari d’inversioni quante 
ve ne sono con un numero dispari d’inversioni. 

24. Si abbiano n 2 quantità disposte in forma di un quadrato, cosi 


a ì’l’ 


n 

. . . . (1 . ... 




U*' 1 1 

a t'2 > 

^2 ’ 3 ’ •'••• 


n n M> 

a n'i’ 

°«>i> •••• 



Qui per ogni quantità a r , k il primo indice, r, indica la linea, ed il 
secondo indice, k, indica la colonna in cui si trova la quantità a r , k . 

Il simbolo precedente è adoperato per dinotare il determinante 
delle n 2 quantità che si trovano in esso; queste quantità si chia- 
mano costituenti del determinante. Il valore del determinante si 
trova prendendo l’aggregato di un certo numero di elementi, cia- 
scun elemento essendo il prodotto di n costituenti. 11 primo ele- 
mento ò il prodotto dei costituenti a,,,, a ìl2 , a 3 , 3 , ... che 
giacciono nella diagonale condotta dal vertice superiore a sinistra 
del quadrato al vertice opposto; chiameremo questa diagonale la 
diagonale del quadrato, poiché avremo solamente occasione di ri- 
ferirci a questa diagonale. Tutti gli altri elementi si debbono de- 
durre dal primo elemento a l , l ,a 1 , 2 ,a s , 3 ... a n , n per mezzo di per- 
mutazioni dei secondi indici, i primi indici rimanendo invariati. Il 
segno + o — si deve preliggere a ciascun elemento del determi- 
nante secondo che esso é o pur no della stessa classo del primo 
elemento, la classe essendo determinata dal numero d'inversioni 
nelle permutazioni dei secondi indici; si vegga l’Art. 21. 

25. Il determinante precedente si dice essere dell’ n mo ordino 
poiché ogni elemento è il prodotto di n costituenti. 11 numero di 
elementi è lo stesso che il numero delle permutazioni di n cose 
prese tutte insieme, cioè [ rv, una metà di questi elementi saranno 
preceduti dal segno +, e l’altra metà dal segno — . Si vedrà dal modo 
di formazione degli elementi, che ciascun elemento contiene uno 
e solamente un costituente da ciascuna linea o da ciascuna colonna 
nel simbolo che dinota il determinante. 
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26. Invece del simbolo precedente pel determinante, esso è alle 
volte dinotato da 2±o 1M ,o I , l ,a 3 , s ...a <l , n ; cioè, è scritto il pri- 
mo elemento e si pone il simbolo innanzi di esso per indicare 
l’ aggregato degli elementi che si possono dedurre dal primo ele- 
mento per mezzo di convenevoli permutazioni e dell’adattamento 
dei segni 4- e — . 1 costituenti del determinante si possono dinotare 
in varii modi; cosi alle volte si adopera (i,k) in vece di ed in 
questo caso dobbiamo rammentarci che (i,k) e (k,ì) in generale di- 
notano quantità differenti. Negli esempi di determinanti di ordini 
non alti, possiamo trovare conveniente di evitare i doppii indici, 
e di adoperare la stessa lettera per tutt’ i costituenti in una colonna 
distinguendo i costituenti con singoli indici; questa notazione fu 
adottata nel Capitolo precedente. 

27. Gli altri elementi di un determinante si deducono dal primo 
elemento per mezzo di permutazioni dei secondi indici mentre i 
primi indici restano inalterati; questi elementi però si possono de- 
durre in un modo diverso, cioè, per mezzo di permutazioni dei pri- 
mi indici mentre i secondi indici restano inalterati. Infatti suppo- 
niamo che a, p, f, ...v rappresenti una certa permutazione degli 
n numeri 1, 2, 3, ... n; allora a t , a a 2 , 0 a s ,^...a n , v ò un elemento 
del determinante che nasce dal primo elemento cambiando i se- 
condi indici 1,2,3,. ..n, in a,^,'Y,...v, rispettivamente. Questo ele- 
mento si può però dedurre anche dal primo elemento », , | 0 r 2 . 2 . ■ •a n , n 
se i secondi indici si lasciano invariati ed i primi indici si cam- 
biano convenevolmente, cioè, a in 1, p in 2, f in 3, ... v in n. In 
questi due modi di deduzione vi è lo stesso numero di scambii fra 
due indici, e quindi si ottiene lo stesso segno da prefiggere all’ele- 
mento per la regola nell’ Art. 24. 

28. Il valore di uti determinatile non si altera se le successive linee 
si mutano nelle successive colonne; cioè, 


«!•! 

» Qpjt • • • • 

a \ ’n 


0| , | , 

^2’ 1 ’ 

^2*1 

, fEj. oi • • • • 


= 

(l i ’V 


a n't 

, fl/ni. •••• 

««-;» 


a i<n> 

a ì’n' 


Poiché è chiaro dall’ Art. 25, che gli elementi in questi determi- 
nanti sono di egual valore ; ed essi hanno gli stessi segni, come ap- 
parisco dall’Art. 27. 
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29. Se due linea o due colonne si scambiano Ira loro, il sc/jno del 
determinante è mutalo. 

Infatti dinoti H il dato determinante, ed R' quello ché nasce dallo 
Scambio. Allora gli clementi in R ed R' sono gli stessi in quanto à 
valore, e dobbiamo esaminare solamente i loro ségni. Il primo eie 
mento in R' si può dedurre dal primo elemento in R scambiando 
tra loro due dei secondi indici, e cosi questi elementi hanno segni 
contrarii nei due determinanti. Allora un elemento in R' che nasce 
dal primo elemento in /(' per mezzo di m scambi i fra i secondi in- 
dici sarà deducibile dal primo elemento in R per mezzo di m ~ 1 
scambii, e quindi si troverà in R ed li con segni contrarii. 

.*10. Se due linee o due colonne sono identiche, il determinante 
svanisce. 

Infatti scambiando tra loro due lineo o duo colonne, un deter- 
minante si muta da R a — R per l’Alt. ‘29. Ma se due linee o due 
colonne sono identiche, lo scambio di queste lineo o colonne non 
può avere alcuna influenza sul determinante, sifcchè R——R\ e 
quindi /f = l). 

31. Quando lutl’i costituenti ectetto uno di una linea o di ima. co- 
lonna svaniscono, il determinante si riduce al prodotto di quel costi- 
tuente e di un determinante debordine prossimamente inferiore. 

fón si cleri amò, per esempio, il determinante 
I «1- V < ; i> <■! • 

òg, b.,, e , , 

«... tu, c 3 , d s i 

i 0, I), r 4 . U i 

Còri tre successivi scambii di singole linee possiamo condurre 
la linea che contiene c t ad essere la linea più alta; e con duo suc- 
cessivi scambii di singole colonne possiamo condurre la colonna che 
contiene c 4 ad essere la prima colonna. Così, per l’Art. 29, 

V C lt ò, -(-l) 3 x : Ci, 0, 0, 0 j 

tu, fi», r», d. I r a., fi., d, I 

a. 2 , fi», c., d s j e;, a. ;, fi», ò* j 

0, 0, 0 j r.j, c(!ji fi 3 , (/, j 

Il primo elemento del determinante nel secondo membro è 
c i a t b,d 3 , e gli altri elementi si debbono dedurre da questo per 

:ir, 
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mezzo di permutazioni degl’indici. Ma e 4 è il solo costituente con 
l’indice 4 che non è zero, e cosi c 4 sarà un fattore di ogni elemento 
che non svanisce, e l'altro fattore sarà deducibile da a, b ì d 3 per 
mezzo di permutazioni degl’indici 1, 2, 3. Cosi il determinante 
primitivo si riduce a 

(~ l/Vx 


b t , d t 

II g , Ù g > il 
(In II** il* 


Questo modo di dimostrazione si applica, qualunque sia l’ordine 
del determinante proposto. 

11 segno negativo che nasce in questo esempio da (— l) s si può 
togliere se ci piace scambiando tra loro due linee o due colonne 
nel determinante del terzo ordine. 


32. La linea più alta di un determinante del n mo cedine si può 
condurre ad essere la più bassa per mezzo di n — 1 scambii suc- 
cessivi di linee successive; e similmente, la prima colonna si può 
condurre ad essere l’ultima per mezzo din— 1 scambii successivi 
di colonne successive. Ciascuno di questi si chiama uno scambio 
ciclico , ed è alle volte conveniente di effettuare uno scambio pro- 
posto qualunque di linee o colonne per mezzo di una serie di scam- 
bii ciclici, a motivo della maggiore simmetria nella disposizione 
delle linee e colonne. Nell’esempio precedente possiamo condurre 
c 4 al posto che gli vogliamo fare occupare eseguendo tre successivi 
scambii ciclici di linee e due successivi scambii ciclici di colonne. 
Così otteniamo pel determinante primitivo successivamente le fom 
me seguenti: 


-1)* 

£?2» ^ 

(-1) # 

^3» C 3» ^3 


, fejji Cj, 


u, 0, c 4 , 0 


0, 0, 0, 

’ 

^ | 


«|, b i> C|, d, 


^2» ^2’ ^2* ^2 

(-!)« 

<». c t , 0, 0 

(-1)' 3 

0, 0, 0 


h l , Cj, dj, ZEj 


♦ rff» i 


àg, Cg, dg, flg 

f 

^2» ^2» ^2 


b 3' c 3> dj, (l r, 


e-, rL, a*. />.» 

• » li ’ .1 




0, 0, e s , 0 


(-1) 


Q\ > àj , C|, d, 
ii* i b.* , t*g, dg 
a 3’ C 3> ^3 

d v a,, b , 

dg, Og, ù.j 

dj, a 3 , ò., 


Dìgitized by Google 



PROPRIETÀ l)El DETERMINAMI. 


33. Un determinante si può sempre esprimere nella ferma di un de- 
terminante di aiutine superiore qualunque. 

Per esempio, per l'Art. 32, 


°l» ^1» ( ’l 

1 1,0, 0, 0 


1. 0, 0, 0, 0 

^2 * ^2 ’ ^2 

* 

oi 

ii 


;j, 1, o, 0, 0 

! ".V c z 

1 ^2’ ^2’ ^2 

= 

v, p, a,, b,, e , 


! 5, 6-, r- 



1 

| 


O, Ò, Cjj, é... c 3 


in cui-p, ò, ;jl, v, f, c, sono quantità qualunque. Similmente, 
possiamo portare innanzi questo procedimento a piacere. 

31. Dinotino i e k due indici qualunque del gruppo 1, 2, ... »i; 
dinoti lì il determinante Z~ta t , ì a ì . ì ... a n , n ; e dinoti il coef- 
iìciento di a,.,;, in R. Allora ciascuna di queste espressioni 

«f. 

mi 0 j > i A i > k+ a ì > i- 1 t , Jt+- • •+ 1 a n • i- 4 n <k' 

è eguale ad /i o a 0, secondo che i e le sono eguali o disuguali. 

Infatti ogni elemento di It contiene come fattore uno dei costi- 
• tuenti a,-,,, a f , 2 , a,-, s , ... a,-,,,, die formano la linea i m " . li poiché 
Aj.i. dinota il coelliciente di a ( -. 7 . in lì, abbiamo 

/(— a,- , ,. I . i - , .j. I , j— . ■ . +u,-. „.l . 

Similmente, abbiamo 

R ~C| ,j.l | j-r. . ■ I n , 7 - 

Nella prima di queste espressioni per lì, si ponga «,,,= « 4>1 , 
a i'*— a k'V ••• e cos' 1 di seguito; cosi otteniamo il valore di un de- 
terminante con due linee identiche, il quale è zero per l'Art. 30. 

Similmente, nella seconda delle espressioni per lì si ponga 
a t’i~ a i’k» a t’i— a t’k » e C0SI di seguito; così otteniamo il valore 

di un determinante con due colonne identiche, il quale è zero por 
l’Art. 30. 
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35. Se. ogni costituente in una linea o in una cotenna si molti- 
plica per una ilala quantità, il determinanti è moltiplicalo per quella 
quantità. 

Infatti /? — a,-,, + + -\-a i , n A i , n \ e se ogni termino 

nella j' ina linea si moltiplica per p dobbiamo porre pa /M per a t , t 
paj .9 per ir,.,,, e così di seguito: così otteniamo p volto il primo ri- 
sultato per il nuovo determinante. 

Similmente, possiamo dimostrare il teorema nel caso in cui tutt’i 
costituenti di una colonna si moltiplicano per una data quantità. 

36. Se ciascuno dei costituenti in una linea o in una colonna t la 
somma rii m termini , il determinante si può considerare coaie la som- 
ma, di ni determinanti. 

Supponiamo, per esempio, che ciascun costituente dell’ i ma linea 
sia la somma di m termini; e supponiamo che 


■ a i’l ~1>J H ( it + »‘l 

a , . 2 — Pi + ‘ì-x + l’t + 

Ih + ’h + r 3 + 

. . . 

Allora lì -o (1 , .1,-., -} .1 4- 


— Ih • 1 i’l + Pi - 1 , -2+ 

■+ Vn A i ’« 

+ 

• "t" 'In - 1 ,’» 

-r c, .1,-,, -1,-, .» -f 

1 T tei A i'n 

-L 



Così II si può considerare come la somma di in determinanti che 
hanno por loro i IBe linee rispettivamente 


l'rf lte\ 

Vi- 'In- 


37. Mostreremo oro come il coefficiente ili in un determi- 
nante si può esibire esso stesso come un determinante. Per ottc- 
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nere quegli elementi di un determinante che contengono un corto 
costituente a,-,*, ed essi solamente, possiamo supporre tutt’ i costi- 
tuenti nell’ i 111(1 linea essere zero, eccetto allora ponendo 1 per 
a itfl otterremo il richiesto coefficiente. 

Cosi, 



... 



••• fl l>« 

7-1 ’ I ’ • 

■■■ «i-i-A-i 

> 

• a i-ì’li+l' 

°i— 1’« 

0, . 

... 0, 

1, 

0. ■ 

0 


v 

' a /+l’/i 

' a iri’k+l' • 

•• tt i+i'n 



a irli' 

«»»*+!• ■ 

. . Cl n , n 


Cosi è qui esibito come un determinante deH'ii" 10 ordine. 
Possiamo, senza alterare il valore di A/,/, porre 0 per ciascun co- 
stituente nella k ma colonna eccetto quello che ò I. 

Per l’Art. 31, o 1’ Art. 32, possiamo esibire A jtl . come un deter- 
minante dell’(n— l) mo ordine. Cosi, adottando il metodo dell’ Art. 32, 
facciamo i— 1 scambii ciclici nelle linee c k— 1 scambii ciclici nelle 
colonne. Quindi 


a i-*-Vk+ 1’ 


"l+l’I’ 

••• «/+!'/.-« 


■■ 


V «»•/.-! 








••• «i-I'A-l 


in <;ut s = (— i ) <*'-*-+ *—*) t"— = (_ i »> . 

38. Per mezzo degli Art. 31 e 37 possiamo esprimere ogni deter- 
minante dell’ ?i 11,0 ordine coinè l’aggregato dr« termini, ciascuno 
dei quali è il prodotto di un costituente e di un determinante 
dell’ (n — l) ino ordine; i determinanti dell' (n— 1)"'" ordine si pos- 
sono essi siessi trattare similmente: ed il procedimento si può con- 
tinuare u piacere. Per esempio, 
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^ 5 ’ ^ 2 * C 2 * ^2 
<l 3’ ^3» ( ’S’ ^3 
ff 4> ^ 4 , f *’ '^4 


11 

a 

C .>, ( l j 


Cji ^2 

+ C 1 


~ d • 

Cl .f , 1/ .) 4 C.) 

I 

^3» C 3» ^3 


C S’ rf 3» «3 


f/ 3t fl 3 , 


flj, èj, f 3 

i 

è t , r 4 , d 4 


c 4> «4 


^|i ^. 5 .’ 


a,, b 4 , r 4 

1 


= «lK 

( 

— è|\Cj 

i 

+ c l( (, i 




c 3 ’ ^3 

r ( , d t 


4- c. 


11 3' a 3 j + (, i 
lì V «4 i 


a 3’ ^3 

« 4 . & 4 


b 3* c 3 
& 4 - 0 4 


-r a, 




'h' &3 
<h’ b i 

°3’ p 3 

« 4 , c 4 

^3> ^3 

l> t , (\ 


(■ 4 , a 4 


<L 


h > <- s ; I 

^4 < f 4 ; 1 


+ a 2 | e-, d-, 

! C 4- rf 4 

+ b t | </ 3 , a, 
d i> «4 

+ c il a 3' ^3 


« 4 , «*4 


39. Passiamo ora mi una parte importante del soggetto, quella 
clic si riferisce alla moltiplicazione dei determinanti. 

Siano dati due gruppi di simboli, cioè, 



®IM 

«|.y,. 


«„,,, .... 


c 

V. 

b *’l>’ 


è„,|, .... 



Con questi si formi un terzo gruppo di simboli, 

c i>i> c i>»> 


l n’I’ l n’«> 

questi simboli essendo determinati dalla relaziono generalo 

+ a i i + a i>p 
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Dinoti 2? il determinante S±c,,,Cj, 2 ...c n . n . Dimostreremo ora 
i risultati seguenti: 

(1) Si supponga;) minoro di n; allora R — 0. 

(2) Si supponga p = n\ allora R è eguale al prodotto dei due de- 
terminanti che consistono dei due dati gruppi di simboli nell’or- 
dine che essi occupano. 

(3) Si supponga p maggiore di n; allora R è eguale alla somma 
di un gruppo di prodotti di coppie di determinanti, ciascuna coppia 
di determinanti essendo formata col prendere n colonne qualunque 
dal primo dato gruppo di simboli per un determinante, e le ti co- 
lonne corrispondenti dall'altro dato gruppo di simboli per l’ altro 
determinante. 

Il primo elemento di R è c,,,c 2 , 2 ed il valore di questo è 

(WMiWM (-«*.,&=• /)•••• 

in cui nel primo fattore I dinota una somma rispetto ad r, nel se- 
condo fattore 1 dinota una somma rispetto ad s, nel terzo fattore 
~ dinota una somma rispetto a 1, o cosi di seguito; e tutte queste 
somme si estendono da 1 a p, l’uno e l’altro inclusivamcnte. Cosi 
il prodotto si può ottenere prendendo la somma dei valori dell’e- 
spressione 

a ì’r a iU a 3't'"^l’r^ì’J > S'r" 

in cui r, s, l , ... prendono tutt’i valori interi da l a p. 

Possiamo dinotare questa somma con 


Oli altri elementi di R si deducono dal primo elemento per mezzo 
di permutazioni dei secondi indici ed apponendo il segno convene- 
vole. Ora dal valore generale di c i , k ne segue che cambiando i se- 
condi indici del simbolo c, non si fa alcun cambiamento negl’indici 
del simbolo a, ma si mutano i primi indici del simbolo b, ed ess» 
Solamente. 

Quindi otteniamo un risultato che possiamo dinotare cosi* 


R = I r , 4 ,,,...(a,.,a 1 . > a 3 .,...Si6 l , r /) 1 . s /) a .,...)« 
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Qui 2±6,, r &j, s & s ,|... costituisce un determinante deir/t mo ordi- 
no, il quale si forma dal secondo dato gruppo di simboli prenden- 
do alcune colonne, ed il li si riferisce a cambiamenti dei primi in- 
dici; si vegga l’Art. 27. Dinoteremo quésto determinante con Q. 

Ora, in primo luogo, suppóniamo p minóre di n. Gl’indici r, s,t.... 
sono il in numero, e nessuno di essi può eccedere p\ segue da ciò 
che vi dovranno essere sempre due o più di essi clic hanno lo stesso 
valore. Cosi Q svanisce sempre, pér l’Art. 30; e quindi H svanisce. 

In sécondo luògo, Supponiamo p = n. Allora il sistema di indici 
rst ... può essere una permutazione degli n simboli 1, 2; ;.. n; od 
essi non possono essere altro senza fare che Q svanisca. E pren- 
dendo successivamente diverse permutazioni il ségno di Q cambie- 
rà, ma non il suo valore, per l’Art. 29; Cosi il valore di li si riduce al 
prodotto del determinante formato col secondo dato gruppo di sim- 
boli, pér la Somma di tutti gli elementi dinotati da 2±a,,,a 2 , 
in cui - si riferisce a cambiaménti dei secondi indici. Quindi 
quando p—n, 


lì = 

«PI. • 

• d,,„ 

\ 

X 

Vr 

. 

••• ^ i » /* 


a lt' 1 , • 

• a n'n 

i • 

”■ ^H’/l 


Finalménte, supponiamo p maggiore di n. Allora il sistema di in- 
dici rst... può essere una combinazióne qualunque di n numeri 
che si può formare dai p numeri 1, 2, ... p\ ed il numero di tali 
\P 


combinazioni è - 


ì n |g— n 


. Dinoti P ciò che diviene Q cambiando b 


in a. Quindi, come nel secondo caso, otterremo PQ per un termi- 
ne in li, elio nasco dalla scelta di una definita còmbinazione tra le 
[P 


combinazioni possibili. Quindi quando p è maggiore di n 

P 


L n\p-n 

abbiamo R=.~PQ, in bui - si riferisco alla somma di 


» u 


mini provenienti da tutte le possibili combinazioni. 


ter- 


40. Dal secondo caso dell’Articolo precedente vediamo che il pro- 
dotto di due determinanti dell’ordine n si può esibire come un de- 
terminante dello stesso ordine. Similmente, il prodotto di ire de= 
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"SI 


terminanti dell’ ordine n si può esibire come un determinante 
dell’ordine n; poiché possiamo prima esibire il prodotto di duo di 
essi come un nuovo determinante dell’ordine n, e poi il prodotto 
di questo nuovo determinante pel terzo dei determinanti primitivi 
si può esibire corno un determinante dell’ordine n. Cosi vediamo 
che il prodotto di un numero qualunque di determinanti che sono 
tutti dello stesso ordine si può esibire come un nuovo determinante 
di quell’ordine. 

Quindi generalmente il prodotto di un numero qualunque di de- 
terminanti di ordini qualunque si può esibire come un determi- 
nante dello stesso ordine di quello del determinante dell’ordine più 
alto tra i fattori. Poiché per l’Art. 33, tutti gli altri determinanti 
si possono rendere dello stesso ordine di quello che è dell’ordiné 
più alto; ed allora il prodotto di questi determinanti dello stesso 
ordine si può esibire come un determinante di quell’ordine. 


41. Supponiamo che si voglia formare il prodotto dei due detér- 
minanti 


a,,,. • 

• i a t<n 


• • a n ' n 





• b /rn 


Per l’Art. 28 possiamo cambiare le successive linee in successive 
colonne nell’ uno o nell’altro di questi determinanti o in tutti e 
due; Còsi, se dinotiamo il prodotto con 


c i»i* ••• c i'« 


I C„ M , ... c n , n j 

possiamo formare i nuovi costituenti in quattro modi, poiché pos- 
siamo adottare da per tutto una qualunque delle seguenti leggi. 


c i’k ~ «<M b k< 1 + a i>2 b k-ì + •• 

• "t" a i’n b k’n 

o pure c i<k — a f> , -1- a,-, 2 b vk + .. 

• + a i<n b a'k' 

o pure c i<k = a vi b k , f + a ì , i b k , t + ., 


o pure = .; 

• + tt n'f b n-k- 
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42. Dinoti Aj, k il coefficiente di a i>k in un determinante /?. Il si- 
stema di simboli 



A t , t , -'Ipì* • 

^l’n 


“jtji ^ 2 ’ 2 * 1 

“ 2 1 H 



... A lltll 

si chiama il recìproco 

del sistema di simboli 


# 1 » | » ^ i * 



^2» 2» • 

1 • • ®2>n 


a /l’2> ' 

a n<n‘ 

43. Il determinante 

di un sistema 

che è il reciproco di un sistema 


proposto di n 4 simboli è la (n — l) ma potenza del determinante del si- 
stema proposto. 


So moltiplichiamo i determinali! 

i 


•dj.j. ... 

^Ì’H 



! . 


/I* 1 » 

w ii 

ed 

°l>1> ”• 

a vn 

otteniamo per prodotto 

a n>i< 

a n’n 


c iM’ ••• 

C 1 ’n 


c„,,, ... 

c n’ii 


in cui c i , k = A i , t a kll ,-\-A i , 2 a k , ì +...-\ r 'A i , n a k , n . Quindi per l’Art.34 
i costituenti dell’ultimo determinante hanno il valore 7? o 0 secondo 
che i o li sono eguali o disuguali. Cosi questo determinante si ri- 
duce al suo primo elemento c,,,c a . t ... c n . tv cioè, ad fì n . Quindi 
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*Vi* • 

• ‘^V n 


A 

‘*71* « * 

• ^n’n 

onde 

^ PI’ * 



A 

/l /r I» • 

• ■Àj vn 


44. Supponiamo che si abbia un determinante dell 1 n mn ordine, o 
nel simbolo di quadralo che lo dinota supponiamo che si distrug- 
gano m colonne ed hi linee; i simboli rimanenti si possono supporre 
allora ravvicinati tra loro in modo da formare un nuovo simbolo 
di quadrato che 5 un determinante dell’ordine n — m. Questo de- 
terminante si chiama un determinante parziale o un determinante 
minore , rispetto al determinante primitivo. 1 simboli comuni alle 
?» linee e colonne formeranno un simbolo di quadrato che è un de- 
terminante dell’ordine m. Questo ò anche un determinante parziale 
o determinante minore. 1 due determinanti parziali o minori si di- 
cono essere complementari fra loro. 


45. Dinoti R un determinante dell’ordine n. Un determinante 
parziale del sistema reciproco dell’ordine m è numericamente eguale 
al prodotto di ll m ~ l pel complementare del determinante parziale 
corrispondente del sistema primitivo. 

Dinoti f, g, ...r, s , ... una permutazione degli n numeri l,2,...n; 
e dinoti i, k, ... u, v, ... un’altra permutazione. E supponiamo che 
f, g, ... ed i, k, ... siano gruppi ciascuno di m numeri, mentre r,s... 
ed ii, v , ... siano gruppi ciascuno di n — m numeri. Cosi 


è un determinante parziale del sistema reciproco dell’ordine hi; lo 
dinoteremo con S. 

Ora 


a f'V 

a ['k’ • 


a f'V’ ■■■ 


a g’i’ 

a g‘k' • 

.. 

a y’t’ ••• 






= s/( 

a r<i' 

a r<k’ • 

a r'u> 

a r'v’ " • 


a W» 

a rk- • 

“ a s’u’ 

a s '!■’ 
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in cui s è + i o — i secondo che le permutazioni f, g, ... r, s, ... 
ed i,k,...u,v,... appartengono alla stessa classe o a classi diverse. 

Proponiamoci ora di ottenere il prodotto di questi due determi- 
nanti. Il determinante S si può elevare all’ordine n inserendo co- 
stituenti addizionali; si vegga l’Art. 33. Cosi possiamo porre però' 
il determinante seguente, 


l f’i> -'V'A’ • 

A f’U< 

-V’»’ 

^ g'k ’ ‘ 

• • •*</’«’ 

-*</’ f 

* r'i ' ^r’k' 1 

... 

*r.„ 

h'i' R s’k ’ • 

. . u t , u , 



in cui i costituenti dinotati dalla lettera D con indici si suppongono 
tutti zero, eccetto quelli che stanno nella diagonale, i quali si sup- 
pongono tutti eguali all’unità. 

Ora si formi il prodotto di S ed eli, il quale sarà un nuovo de- 
terminante dell’ordine n. I costituenti di questo nuovo determi- 
nante siano dinotati dalla lettera c con due indici, il primo dei quali 
indica come al solito la linea ed il secondo la colonna. Per l’Art. 41 
vi sono quattro modi secondo i quali possiamo determinare i co- 
stituenti nel prodotto di S ed e/?; sceglieremo il primo di essi, se- 
condo il quale si ottiene moltiplicando rispettivamente i costi- 
tuenti nella p ma linea di S per quelli nella q ma linea di e/?, Cosi 

c, , t -Af. ,-af . (+ Af, k ctf. k -t . . ... 

r i’i " ■ • • -,~ A p A p L ,ay 


Quindi per l’Art. 34, abbiamo c,,, c s , 2 , ... c m . m tutti eguali ad /{. 
mentre lutti gli altri costituenti nelle prime m linee del determi- 
nante che è il prodotto di S ed zH sono zero. 

Per il primo termine nella (ni-j-l) ma linea, abbiamo 
^/«4 1 • i - > i a f i + . /;«/•, fi • • • + P> r , u a,(. „+ C,. ‘ t a ( , r + • • • - a f , „ , 

poiché tutt’i simboli dinotati da D con gl’indici che qui si trovano 
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sono zero eccetto B r , u , il quale è l’unità. Pel secondo termine nella 
(in + l)m» linea abbiamo similmente 

c m+l'ì~ a a' u' 

Procedendo in questo modo, troviamo che la ^in+ l) ma linea nel 
prodotto di S ed zìi è la stessa che la (m + l)mj colonna in zR. 

Similmente, la (in + 2 i ) mJI linea nel prodotto è la stessa che la 
(m + 2)“ colonna in zìi. 

11 determinante quindi che è equivalente ad Sili si riduce per 
l’Art. 31 al prodotto di R m pel determinante seguente del (n— m) mo 
ordine, 


('osi S-ZR m ~ l 


a r>tr a r’v’ 
a s'u’ a s'r< 


46. Gli esempi seguenti possono essere verificati dallo studente. 
Negli esempi (4), (5), e (6), abbiamo determinanti di cui i costi- 
tuenti sono essi stessi determinanti. 


(4 


(2) I 


(3) 


o, a, [i, X 


a. 0, T.. Pi 
?. Yp a i 
Y- Pp «P 0 

*. o 0 

! 0, a. 

P> Y 

-a, o. 

Ti- Pi 

~P- -Y. 

0, a, 

C»YU 

1 

?- 

1 

— a,, 0 

0, a. 

Pj V 

r* T 

1 --a. 0, 

Yp i^l 

| -?.-Yi* 

0, et, 

- Y. ?.. 

a,. 0 


2 _l C 2 0 2 ,v2v 2 ^rtn ^ vv V**' 

r J- 1 < ^ r'i 'è ti | j t j n 


:(aa 4 


svi 


= + 


Ut 

■j 

co 


r 1 S + a, 2 - 


-!• (««i-pPi + YY.r 


w 
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( 4 ) 


(5) 


( 6 ) 


( 7 ) 


o, g 


g, a 

1 




g, a 


A h 

1 

= « 

a 

h, gc 

g, a 


a, h 



h 

b,r 

A h 


li, b 



g. 

A c 

g, a 


A c 





A h 


i>, g 


= It 

a. 

h, g 

a, h 


h, b 



h, 

b,r 

h, b 


<0 f 



9’ 

A C 

b, f 


A c 


li, b 



A c 

1 

h, g 


g . f 



A c 


c, g 


g, a 



b, g 


g, a 


A II 


= al 

li, b 


g, « 


a, h 



g, f 


A h 


li, b 




al quadrato di 


a, b 


c, d j 

! b, c 

ja, d | 

c, a 


b, d 

a v b t 



+ 1 

l-f 




c,,d t 

1*1. C| 


ki> a i 


A, , dj 


a, h, g 
h, b, f 
a > A c 


=o. 


HI. APPLICAZIONI DEI DETERMINANTI. 

47. Supponiamo elio si debbano trovare i valori di n quantità 
ignoto x,, ....r n dalle seguenti n equazioni semplici, 

. i-T, + 0 , , 2 T 2 4-0, . 3 ^ 3 +. • • +o, • n a '» =! 'i 

2 ’ r r I + a 2 • 2 r 2 "f" a 2 ’ 3" r 3 + • • • + 2 > « ,r n ’ 


a «-I i, »+ a n>2 J '2+ a «.3 r 3+-”+ <, n./r r «^ ,( tt- 

Dinoti /( il determinante 2±o J>l a i , 2 ...a B ,„; e dinoti A i>k il coef- 
ficiente di a ( , k in lì. Allora i valori delle quantità ignote saranno 
dati dalla Corniola 


Iìx k —u ì A t .t+u i -! 2 ,fc+ . . . +u n A H , k 

m cui A può avere ogni valore tra I ed n l’uno e l'altro inclusiva- 
mente. 
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Infatti si moltiplichino le equazioni date rispettivamente per 
A t , k , A 2 ,;., ... A n , k , e si sommino i risultati. 11 coefficiente di x k è 
allora 

il quale è eguale ad /? per l’Art. 31. Il coefficiente di ,r £ è 


il quale è zero per l’Articolo 34. 

Possiamo scrivere la forinola che dà x k cosi, 

Rr k ~S, 

in cui S è anche un determinante, cioè il determinante che si ot- 
tiene da R togliendo la k msk colonna di R e sostituendo per essa la 
colonna formata da u,, u t ,...u. 

48. Supponiamo che il determinante R svanisca; allora i valori 
delle quantità ignote diventano infiniti. Ciò indica che le equazioni 
date sono incompatibili. 


49. Supponiamo che u,, u t , ... u n svaniscano, e che svanisca 
anche R. Il metodo dell’ Art. 47 dà per le quantità ignote la forma 

indeterminata - . In questo caso possiamo prendere n — 1 delle 


date equazioni, e queste saranno sufficienti a determinare i rap- 
porti di n— 1 delle quantità ignote alla rimanente quantità ignota. 


Questi rapporti però si possono assegnare immediatamente. Poi- 
ché avremo 


in cui i è ogni intero non maggiore di n. 

Infatti essendo /f = 0, abbiamo dall’ Art. 34, per tutt’i valori in- 
teri di t e k tra 1 ed n, 


a k’l A i’l + a k’ì A i’t + a k'3 A i'3 + 


e cosi quando x t ,x 2 , r 3 ... si prendono nei rapporti indicati qui so- 
pra, abbiamo 

a k’t T * + <*»•«** + «*.* T s + ••■= 0: 
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Prendendo n— 1 delle date equazioni, e supponendo u lt ... u n 
tutti zero, otterremo in generale un solo depililo valore per il rap- 
porto di ciascuna di »— 1 delle quantità ignote alla rimanente quan- 
tità ignota. Segue da ciò che quando R = 0 i rapporti 

/1,-ti : .^.j : ì 4 <iS : ... 


sono indipendenti da i. 

50. Se u s , ... u n svaniscono tutti ed R non Svanisce il si- 
stema di equazioni nell’ Art. 47 non può essere soddisfatto altri- 
menti, se non supponendo £,,4*. ... x n tutti zero. La condizione 
fl = (J è cosi necessaria affinché le quantità ignote abbiano valori 
diversi da zero. 

51. Per esempio, affinchè le équazionl 


a v T + b t y-\- c,s = 0, 
n* r + b t y + c s 3 = 0, 
a 3 ,r + b 3 y r éjS = 0, 


ammettano soluzioni diverse da zero dobbiamo avere 


b t , c, 
a .v b 3 , c 3 



Se questa condizione è soddisfatta le equazioni possono essere sod- 
disfatte da 


x : y : s :: 

òj, Cj> 


c s , a 2 


a ì< b t 


bs< c ì 


c 3 , a 3 


u 3’ b 3 

o x : y : s :: 

b 3< c j 

• 

c 3’ a 3 

1 . 

! * 

«3> b 3 


fc|, c, 


C «* °l 


a„ è, 

o x : y : s :: 

b t , c, 

• 

C,, 0, 


«i- b t 


b t< c 2 


C .f , fi 2 


1 (1 ^ | 


Queste tre forme di soluzione coincidono per l' Art. 49: 
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ò2. Dalle equazioni date nell’ Art. 47 abbiamo dedotto 


u t A 

i . i+tl ì | +iij,.4j, 

,.+U n A n ,,-=lìr t . 

i/,.4 

1 • 2+^2 .1’ 2”^ * * 


m,.4 

I ’fi' t( 2^2’n+ ,( 3 / *3’)»+- 

..+M B .4 n ,„=/l.r (| . 


Dinoti p il determinante SiA,,, A t , t ... A„, n ; e dinoti il 
coefficiente di in p. Possiamo dalle equazioni precedenti tro- 
vare i valori di ?/ s , ... n a \ c procedendo come nell’ Art. 47 ot- 
terremo il risultato .generalo 

& u k~ | ^i^k'i d -3 ! ^A’2” 1 ' *•' ~t“ **’/* j - 
Paragonando questo risultato con l'equazione data nell’Art. 47, 


a A>» r l + a ft'2 r 2+ ••• + fl k>« r n — H fc' 


abbiamo, poiché i valori di u k debbono essere identici. 


Ma p— /l" _l per r Art. 43; cosi 

ò3. Passiamo ora ad applicare i determinanti ad un altro proble- 
ma, quello di formare il prodotto di tutte le differenze fra quan- 
tità date. 

Siano n quantità dinotato da a,, a.>, ...a„; Dinoti P il prodotto 
delle differenze ottenute sottraendo ciascuna di queste n quantità 
da tutte quelle che la seguono, sicché 

P—{%ì ®|)(*3 — ®l) - ••(*« W|)(®3 — ®i)- • ®/l— |) - 

Allora P si può esibire còme un determinante dell’ordine n. Infatti 
si consideri il determinante 


1. «t,. 

a, 4 , . 

. . a,""' 

1 * « t . 

OC, 5 , . 

. . 7,"-> 


r J- • 

» * 

rj « -1 
• * J 'U 


37 
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Questo determinante è una funzione razionale intera delle quantità 
a,, a.,, a„; ed esso svanisce quando due qualunque di queste 

quantità sono eguali, per l’ Art. 30. Esso ò quindi divisibile pel pro- 
dotto che abbiamo dinotato con P. Inoltre il determinante ed il pro- 

n(n-l) 

— — ^ — - nelle potenze e nei pro- 


dotto P sono entrambi del grado 


dotti di a,, a 2 , quindi il quoziente quando il determinante 

si divide per P è qualche numero. E questo numero deve essere 
l’unità, come vediamo paragonando il primo elemento del deter- 
minante col prodotto dei primi termini dei fattori binomii da cui 
P è composto. 


51. Il determinante dell’ n mo ordino consiste di |_h termini. Il 
prodotto P prima delle riduzioni conterrebbe un numero molto più 

n{n- 1 ) 

grande di termini, cioò, 2 2 . Cosi il determinante è una forma 
vantaggiosa pel prodotto a motivo del risparmio nei termini. 

55. Abbiamo 


P 2 - 

1, 

«i. «. 2 . • 

• • a,"-'! 

1, a,. 

a i 2 > • 

. a,"- 1 


1. 

a 2 , a, 2 , . 

..a,"-' 

X 

1 , a,. 

a 2 2 , • 



1, 

a„, a,, 2 , . 


1 . a„, 

«»*» * 

. a 


Ora il prodotto di questi determinanti si può esibire come un solo 
determinante; adottando rultimo dei quattro metodi dati nell’ Art. 41 ( 
abbiamo 



P 2 - 

s o> s 2 . 

... s )t _ 



ù j ( S.j , Sij) 

... s n 


\ 

'bt- 1» bi> bl+l’ 

... S. 2n 

in cui s f — a. l r \ 

a/ + ... 

+ 9 r . 

'• il 



50. Supponiamo per esempio che a,, a 2 , ... a„ siano le radici di 
un’equazione deH’n m " grado; allora P ì ò il prodotto dei quadrati 
delle differenze delle radici. Cosi il prodotto dei quadrati delle dif- 
ferenze di tutte le radici di un’equazione si può esibire come un 
determinante, i costituenti del quale sono conosciuti in termini 
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dei coefficienti dell’ equazione data, poiché s r si può esprimere in 
termini dei coefficienti. 

57. Supponiamo che si debbano trovare i valori delle n quantità 
ignote r,, -r,, ... x n dalle equazioni 

■r,+ayrJ s -f...+JV=l, 

•r * % | ^ ^ J r « • • ì n^n~ ^ » 

.r,a I 2 -f.r.,V-!^ ^5 a 3*+- • -+ x n a n= P > 

- n »-l ±.r n «'Ut n L 4-.r n n-1 - l”~' 

•*|*| 1 J 2 *Z t'"^ J 0 — * * 

1 valori delle quantità ignote saranno determinati dalla forinola 
(a,— /)ta»~0 ••• (a f -,- n (a, v , -<)■■■ (a„-f) 


‘ (a, -a,) (04 -a,) 

•••(a,-, a.) (a, 


(«»-«,) 

Infatti per l’Art. M 






l(Tj - A , 



in cui li = 

1, 

), 1. 

... 1 



*1. 

a». a v 

... 



a 

a,*, a,*, 

... a„* 



a,''"' 

, a i"*' 1 , a s "* , I 

... a 


ed S — 

1, 

... 1, 1. 

1, 

1 


a,. 

... /, 

•• 

a /i 


a,-', 

... a ! ,_„ ' 2 . 

a *i+P ” 



a," 1 

, ... a , /"-« 

«— 1 

, a , . . 

a M "‘ 


/- 1 1+1 


Ora la i ,na colonna in It sia situata la prima, e la i ma colonna in S 
sia situata la prima; si vegga l’Art. 32. Indi i due determinanti si 
mutino in prodotti di differenze per l'Art. ó3; e cancellando i fat- 
tori comuni nel numeratore e nel denominatore otteniamo il valore 
di nella forma assegnata qui sopra. 
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58. Il metodo dei determinanti si può ancho adoperare per otte- 
nere l’equazione risultante quando alcune quantità si eliminano da 
date equazioni. Supponiamo che si debba eliminare x dalle equa- 
zioni f(x )~ 0 e cj(;r) = 0, in cui 

/\.r) =a„+« ,x b rtji'H-ff.. / 3 , 

^(x)—b^+b t x+' ì x i . 

Possiamo procedere cosi, 

f {•'')— a u \ U , J ' Ì «r**+a 3 a ,s +0, 

.rf(.rì-ll a 0 J*-i-a | ,T 2 T-tf y r 3 -f 

y ■rò r (-rò 3 ' ,5 -;-()-f(), 

•/'2(.r)— U-r l> a x+ 6 1 J l -|-6 1 .r 3 -l-U, 
j- J cp (x) =0 +0 -j- ò 0 .r 2 + b l x 3 +b ì r* . 




« 2 , 

11 3> 

0 

0 , 

«0» 

a,, 


a 3 

>„> 


ò,, 

0 , 

0 

0 , 

V 

b r 

l>2. 

0 

0 , 

U , 

à 0 • 

ài. 

àz 


allora poiché per supposizione f(x) = 0 e e(.r) = 0, e quindi anche 
xf(x), xo(x) , ed ,r 2 o(.r) sono tutte zero, ne segue per l’Art. 5(J clic 
71=0 è la relazione necessaria che deve aver luogo tra i coefficienti 
di f(x) e ?(.;■). 

59. Abbiamo dato un esempio particolare nell’Articolo preceden- 
te, poiché cosi la ricerca generale alla quale ora passiamo é resa 
più intelligibile. Siano 

/' (x)=«o+ « l ^+« 4 ^ s -r- • . + a m x m —U , 
t( ir )= 6 o+ ?V+ V“ r • • + b n x " = (,: 

c supponiamo che si debba eliminare x fra queste equazioni. Ab- 
biamo 
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/' (x) -t» 0 +a ,.r 4 0*31*4 ... 4 a„ ( e m , 
xf (x) = a 0 .v 4«,**4 • • • ,x w -!-a lrt j; m 4 ' , 


r(x)=: a 0 x n ~* 4«,x”4... 

9(x)=6 0 4ft J x46 r r*-}- ... 4 V " , 

•»'?(*)= i 0 x4fc t x*4 . . . 4^„_,x n 46 (l x” f 1 . 


x w -*o(x)= • 

Dinoti R il determinante dell’ordine m4«che ha per sue prime n 
lineo 


«0* 

flp » •• 

• V 

o. 

0, 

0, 

0 , 

«0> ft l> " 

• a m-i » 

a m< 

0, 

0. 

0 . 

0 , « 0> 

’■ a m-t' 

a m-l’ 

«»»■ 

o, 

ultime 

m linee 





V lq, • 

•• 

0, 

0 , 

o, 

0 

. b 0 , b,, . 


6„. 

t) , 

0, 

0 

. o , V • 

... 

^n- 1 ■ 

V 

0, , 


allora /t = 0 6 la relazione necessaria tra i coefficienti allineili /"(x) 
c s(x) possano simultaneamente svanire. 

La relazione R — 0 è stata chiamata la risultante o V eliminante 
delle equazioni proposto f(w) = 0 e cp(.r) = (I . 


00. I termini del quoziente ottenuto col dividero un’espressione 
algebrica per un’altra si possono esibire come determinanti. 

Sia c(x) --.o 0 .r , ' , 4«,.T m ~ , 4« 2 .r , ' l- ’-i-... -i a f .r" l_r 4. . . , 

•}(x)=6 u x" + 4 4 . b r .v n ~ r +. . . ; 


•d il quoziente di tf(x) diviso per '.J/t.r) sia dinotato da 


lo 1 +7r' 1 - *•-! <J r ' 
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Allora sarà 


K • 0 ■ 

o , 

0 , ... 

... <l 0 

V 

«V 

o , 

0 , ... 

... a, 

^2 » b ] » 

^0' 

o , ... 

... a t 


^2» 

b l> 

v - 

... «3 

h’ 

K-v 

. Vi. 


... a r 


Questo si può mostrare col fatto essere vero quando r = 0, o l r 
o 2; e può essere dimostrato generalmente per induzione. Suppor- 
remo, per esempio, che q a , q t , q.,, q 3 e q i si ammetta di essere stati 
convenevolmente trovati con questa legge, e vogliamo dimostrare 
che q s lo sia del pari. 

Moltiplicando <{/(.r) pel quoziente ed eguagliando a ®(x) troviamo 
°s=?o 6 s+5i^+92 b j-l <?3 Vr9A +9A (1). 


e dobbiamo mostrare che il valore cosi ottenuto per q. coincide con 
quello trovato dal determinante. Dinoti H il determinante, allora 


IV 

o , 

o , 

0 , 

fi , 

“o; 

V 

V 

o , 

o, 

0 , 

«il 


b v 

V 

0 , 

o , 

a» 


fc 2 . 

V 

V 

o , 

a 3 

V 

b 3 , 

b v 

V 

V 

«t 

b tt ' 

V 

V 

i>ì , 

V 

«3 


j 5 ] ‘ j ^ ~ -S.-t ò 3 4- .S 4 ò - .‘ì | ò , -| .S’ 0 o 3 1 , 


in cui S-, S t , S 3 , S 2 , S t , S u , sono determinanti che nascono da lì 
togliendo D ultima linea sempre ed una colonna successivamente. 
Così 


i 0 - 

o , 

o , 

0 , 

a u 


«0. 

o , 

o , 

0 , 

0 

v 

0 , 

o , 

0 , 

«1 


«i» *0» 

0 , 

o , 

0 

ìv 

V 

0 , 

o , 

a t 


^2’ ^ | » 

*o- 

0 , 

0 

v 

V 

V 

0 , 

Oj 


a 3- 

t 2 . 


V 

0 

! V 

V 

V 

V 



«4- 

V 

^2* 

V 

*0 
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por l'Art. 29. Allora con l’uso ripetuto dell’ Art. 31, otteniamo 
« 0 V come il valore del determinante; cosi 


Ancora 


IV « , 

o 

0 , 

«0 


V 

rt o> 

0 , 

0 , 

0 

V 0 , 

o 

0 , 

«1 


^1» 


0 , 

Ò , 

0 

Òg , ò 0 , 

o , 

0 , 

«J 

= — 

^2’ 

«2, 

V 

0 , 

0 

V V 

V « - 

a 3 



«Si 

b,. 

Òo> 

0 

V b ìt 

òj> b g , 

a i 


*4- 

«4, 


b„ 

K 


per l’Art. 29. Ora si può dimostrare come nell’ Art. 31 elio 

^0’ «oì 

*i* «il 


V 0,9, 0 
b t , a t , 0 , 0 , 0 

« 2 - b 0 , 0 , 0 

a a , 6j, b 0 , 0 

!V n 4 , òo, b |, l/ tì 


h O’ a o !&o> 0 . 0 

X 


6 «. 0 
b , 


V b 0 


Posi S 4 = — 


quindi 

Ancora, .S 3 =V» ( 



; o» 

o , 

° ' ,, 

|V«oj 

V 

b u . 




1 V «, 

fi 2 , 

V 

0 


bo" — 


= - 9i- 



0 , 

0 , 

0 , 

a 0 


k 

l> 0, 0 , 

0 , 

«1 

1 

*0, 

jfc,. 

V 

0 , 

0 , 

(Z 2 

r= 

V 

jV 

V ò 0 , 

o , 

Co 

«1 


V 


bji 

V 

«4 



0 

^'o 

ò. 


IV" 

|6|, b 0 \ 


?2 / 'o S i 


quindi 


, s 


0 *- 
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Similmente — V = — q., 

I, s 


V 

% = -9u & S-9| & *-?t 6 3-9s 6 l-94 6 l J r a 3 ( 2 )l 

quindi vediamo che fi trovato da (2) coincide in valore con q- tro- 
vato da (1); il elio dovea dimostrarsi. Il metodo che abbiamo ado- 
perato rispetto a q s ò generale, e così q r ha il valore sopra as- 
segnato. 

• f 

Gl. Daremo ora alcune applicazioni della teoria dei determinanti 
relative ad un caso della trasformazione delle funzioni per mezzo 
di sostituzioni lineari. 

Si abbia una funzione qualunque delle n variabili indipendenti 
.r t , ... x n \ e siano queste variabili espresse in termini di n nuove 
variabili indipendenti j y v .., y n per mezzo delle seguenti n equa- 
zioni lineari: 


ed 

così 


j'i — “t" "f* •• 



• r i = «f.lffl ì' a i’ììlt ■■ 

• +«I >»!/„( 

(I) 

x n^ a n^y\ + <W* + 

'• *f" a nin'Jn / 



allora sostituendo i valori di .r,,.^, ... x n , la funzione assegnata di- 
viene una funzione di y t , y 2 , ... y n . 

Supponiamo ora che s'imponga la condizione che 


V + *** + • • • + = i/« s + y-i + ■ • • + v,r (2); 

allora avranno luogo alcune relazioni tra i coefficienti delle equa- 
zioni lineari (1); queste relazioni andiamo ora a dimostrare. 


I. Per ogni valore di i e k tra 1 ed ?i inclusivamente 


ed 


0, .-f+«V<+ - 

••• + «*«.<= 1 j 

’k + «1 U (, rt t ••• 

— + ■= Q ) 
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Infatti si sostituiscano i valori di ... i, da (1) nell'identi- 

tà (2); ed allora paragonando i coefficienti dei termini simili otte- 
niamo (3). 

II. Da(l) possiamo esprimerei/, .j/j.-.-y^in termini diar,,j-j,...ir n ; 
mostreremo che per ogni valore di i tra I ed n inclusivamente 

~~ .,*^'1 "T -f- “f* Un'i^H* •• •* * (^)* 

Per stabilire ciò sarà sufficiente di verificare l’enunciato: si so- 
stituiscano i valor; di x 2 , ... x n da (1) in (4); allora per mezzo 
ili (3) si troverà che il secondo membro di (4) si riduce ad t/ ( . 

III. Nello stesso modo come ottenemmo (3) sostituendo da (1) in 
(2) possiamo ottenere, sostituendo da (4) in (2), i seguenti risul- 
tati per ogni valore di t e k tra 1 ed n entrambi inclusivamente: 

«Vi + °V* + + a V» = *• ) 

„ [ ■"<»>• 

a i>i a k'l + a i'ì a k't + ”• + a t<K. a k > h “ 0 J 

IV. 11 quadrato del seguente determinante è eguale all’ unita- 



1 p 2 1 

... 


? #2» 2' 

... fl». B 




««’ 

, Vs- 



si dinoti ii determinante propósto con lì: allora Il ì , per l’Art.39, 
£ eguale al determinante 


C IM> 

Tj »2 ’ • 


C 2M* 

i 

Cj.j , . 

<Y » 

! c n>l 

c ll'f • 

•• c im 


in Clii Và ;ia <’l a )t'l ^ i ’ rflk ' n ' 

Cosi, da (5), abbiamo c ; , fc = 0 quando i non è eguale a k, e ty*=l. 
Cosi l’ultimo determinante si riduce al suo primo elementoi cioè, 
all'unità: quindi fl 4 r-;4. 
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V. Abbia A,.,* io stesso significato come nell’Art. kl: allora otte- 
nianio da (1) 

!/i — t ••• + ‘1 n ’ i T /i | ■ 


Quindi, paragonando questo risultato con (1), abbiamo 


a k’i 


H 


( 6 ). 


VI. 1 determinanti parziali seguenti clic si possono formare con 
i costituenti di H sono numericamente eguali: 


a ni4-l>«i+l > a wii-l'/n+2) fl »+ 1*« 

I t 

!i «i— i >«i+«> a m ~i< ni-f i ’ ii n 


ed 


1» « 

h’ih—2' 



a 1 1 1 1 

fl 1 , 2 , . . 

• u i li. 

®i»|i 

« 2 ,j, . 

• a ì<B. 

a m >1» 


' " HI’ ili 


Si dinoti il primo determinante con P, od il secondo con Q\ al- 
lora per l’Art. 45, 

M|>|1 •'*!)«» 

A A .1 

•*2M» ••• 


1 1 \ 

! ‘ in » l » **!«: 2» ••• é m » m 

è numericamente eguale ad 

K per l’ Art. 35 e l’equazione ((>), 


1»1> 

| » 2 » •• 

A 

” •’i’m 

2> 1 » 



1 A 

/«’!> -miti * 

1 • ' ^ HI 1 HI ( 
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Quindi, poiché li 2 =; 1 , vediamo che I 1 e Q sono numericamente 
eguali. 


62. Finiremo con alcuni esempi. 

(1) Mostrare che a, b, c = a 3 + 6* + c s - 3<ìftr. 
c, a, b 
l b, e, a 

Mostrare che a-rb + c deve essere un fattore di questo determi- 
nante. 

a 4 -- 6* -(- c l — d* — lare 1 4- i lb-d i 
— i a-bd 4- ìb’uc — ic s bd |- \d 1 ar. 

Mostrare die a4-6-l-c4-d dove essere un fattore di questo de- 
terminante. ' 


(2) Mostrare che 

a, b, c , d\ 
d , a, b, c 
c, d, a, b 

b, c, d, a 


(3) Si abbia un determinante dell’ordine n 4- 1 in cui tutt'i co- 
stituenti siano eguali all’unità eccetto quelli che formano la serio 
diagonale, e questi siano 1, 1 4-«|, 1 4-n,, ... 1 4 il valore di 
questo determinante è a,a s ...a (l . 

Infatti se una qualunque delle! quantità « 4 . ... a n svanisce il 
determinante svanisce, poiché esso allora ha due linee identiche; 
così il determinante è divisibile per a,a 4 ...a (t . Ed il quoziente di 
questa divisione deve essere l’unità, come vediamo considerando 
il primo elemento del determinante. 


(4) Si abbia un determinante dell'ordine n in cui tutt’i costi- 
tuenti siano l’unità eccetto quelli che formano la serie diagonale-, 
e questi siano l-Fa^ 1 -4-a.,, ... 1 + a n : il valore di questb determi- 
nante é 


( 1 1 

a,a t . . . a. 14 — 4- — 
l tt i “i 



Infatti se una qualunque delle quantità d,, a*, ... a n svanisce il 
determinante si riduce ad un caso dell’esempio precedente; ed il 
termine a t a t ...a,, si trova considerando il primo elemento del de- 
terminante. Quartali/ Journal nf Mathematics, Voi. 1. pag. 36 4 . 
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IV. TEOREMA DEL BINOMIO CON L’ESPONENTE 
QUALUNQUE, 


63. È noto che quando n è un intero positivo 
(1 +*)*==! + n*+^-^ir* + .., 


Andiamo a dimostrare che questa relazione regge quando n ha 
un valore qualunque positivo o negativo, intero o frazionario, cioè, 
dimostreremo il Teorema del Binomio per un esponente qualunque. 
Faremo alcune osservazioni sulla dimostrazione dopo di averla data 
nella forma ordinaria. 


01. Supponiamo che ni ed n siano interi positivi; allora abbiamo 


,, , ..m , , m(m.— 1) m(m — 1) (m — 2) „ 

(1 +*)”*= 1 + mx + — - ** + — i -LI 'i» + (1), 

* * v I *5 


zi , i , , n ( n ~ 1) , « (» - 1) (n - 2) . 

( 1 + X) a = 1 + tU + ~ 1 '~' J* + — jy Ljf» + 


.(ì). 


•Ma (l+j ! /' , x(l+®) , * = (I + x) m+u \ 

quindi il prodotto delle serie che formano i secondi membri di (I) 
e (2) deve essere — (f 4- xy" +M \ cioè, 


1 -f* (wi -f- ti) x. 


(m -I- n) ( «a 4 n— 1 ) 
”1 ~2 


, (ni + «) (ut f- n— l) (m + n — l) 

- r _ x . + 

* , m(m— ly (»a— 2) , ) 

i ,T *“+ - i -rr *-+ fi — **+ ; 

X { d + », + ^>«. + + j (3). 


L’equazione (3y è stata dimostrata nella supposizione che «t ed u 
siano interi positivi; ma il prodotto delle due serie che si trovano 
nel secondo membro di (3) deve essere della stessa forma qualun- 
que siano m ed n\ conchiudiamo quindi che (3) deve essere vera 
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qualunque siano m ed «. Adopreremo ora una notazione elio ci 
abiliterà ad esprimere' (3) brevemente. Dinoti f(m) la serie 

m (m—1) . ni (m — 1 ) (m — 2) , 

1 ; — - — a- 3 j j-j 

qualunque sia m; allora /"(n) dinoterà ciò che diviene la serie quan- 
do si pone n per m; ed f(m + rì) dinoterà ciò che diviene la serie 
quando si pone m + n por m. E quando m è un intero positivo qua- 
lunque + inoltre /( 0) = 1. Cosi (3) si può scrivere 


Similmente. 


/■(m + n) = /’(m)X/(n) (*)• 


f (m + n +p) = f(m + n) X f(p) - f (m) X f(n) X f (p ) . 
Procedendo in questo modo possiamo mostrare che 

f(m + n+p + q + . Xf(n)Xf(p)Xf(q)X (&)• 

s , .... 

Ora sia m—n =p = q = ... = - , in cui s ed r sono interi positivi, 

r 

e supponiamo elio il numero dei termini sia r: allora (5) diviene 


quindi 






Ma poiché $ è un intero positivo 1 -j~.r )*, e quindi 

i * 

j r«|- (* + >1 : 

■ , '(---I ) 

r j s\ s r\r / 
adunque (i+x) =/ , M=l+-r + — j— 

Ciò dimostra il Teorema del Binomio quando l’esponente è una 
quantità positiva qualunque. 

Ancora, in (1) si ponga — n per m\ cosi 

/'(- »)X/X») =/•(«) = l; 


quindi 


;=/■(-»)• 
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Ma se n è una quantità positiva qualunque, fin) =(1 f x)": 
quindi 


cioè, <1 + »)-*=! +(-M)ai — -r ! +... 

Ciò dimostra il Teorema del Binomio quando responento è una 
quantità negativa qualunque. 

65. La dimostrazione del Teorema del Binomio per un esponente 
qualunque contenuta nell’Articolo precedente fu data la prima volta 
da Eulero; benché difficile e non del tutto soddisfacente, essa è un 
importante esercizio per lo studente. Faremo ora alcune osserva- 
zioni su di essa. 

11 primo punto che dobbiamo notare si ò il modo di dimostrare 
che f(m + n) —f (m)Xf(n). Lo studente dovrebbe per esercizio scri- 
vere tre o quattro termini della serie per f(in), ed anche della serio 
per f(n), e moltiplicarli insieme; se il prodotto si ordina secondo 
le potenze di x, si troverà che On dove esso ò stato completamente 
formato, coinciderà con la serie per f(m- k-rì). Ma dal conoscere ciò 
che rappresentano f(m) ed f(n) quando m od n sono interi positivi, 
deduciamo senza il fastidio dell’attuale moltiplicazione, che la legge 
espressa da f(m + n) =f(m)xf(u) deve aver luogo. Il modo di sta- 
bilire questa legge nel caso semplice in cui in ed n sono interi e 
positivi ò un valevole ed importante artilicio algebrico. 

Ma il modo con cui deduciamo che f(m + n) =/'( m ) X fin), qua- 
lunque siano m ed n, è ancora più importante. Il principio ò sem- 
plicemente questo: la forma di un prodotto algebrico qualunque è 
la stessa sia che i fattori rappresentino numeri i n tori o frazioni, 
numeri positivi o negativi; così, per esempio, 

(a -f b) (a 4- c) — a 1 -f (b + e) a -j- bc, 

è vero qualunque siano a, b, e c. Quindi conchiudiamo che f(m)Xf(n) 
avrà la stessa forma in tutt’i casi, siano m ed n interi positivi o no. 

Lo studente può anche notato la dimostrazione di questo risul- 
tato data nella Teoria delle Equazioni, Capitolo xxiv. 
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06. 11 punto più difficile però da considerare si ò il significato 
del segno = nell’ asserzione 


d 


, . , n(n- l) , 

-<r)" = l + nx-\ ; - - x 1 


( 1 ). 


Supponiamo, per esempio, che n — — i, allora l’equazione sud- 
detta diviene 

(1 -f x )~ 1 =1 —è + x- — x* + (2) . 


Ora sappiamo che la somma di r terrnin i della serie 1 —x fx*— $*+... 
i _ (_ x ) r 

è — ; quindi quando x b numericamente minore dell’unità, 

1 -fa - 

prendendo abbastanza termini della serie, possiamo ottenere un 

1 

risultato che differisce tanto poco quanto ci piace da r , e cosi 


1 + 4 :’ 


possiamo in questo caso intendere l’asserzione in (2). Ma quando x 
b numericamente maggiore doU’unità, non vi è alcuna tale approssi- 
mazione numerica al valore di * ■ ottenuta prendendo un gran 

1 + x 

numero di termini della serie 1 — ar-f-ir 1 — x 3 + ... 


Vedremo nel Capitolo sulla Convergenza delle Serie, che quan- 
do .r è numericamente minoro dell’unità, possiamo formarci un 
concetto definito della serie nel secondo membro di (1) qualunque 
sia n. In questo caso non vi è alcuna difficoltà nell’asserzione 


f(m+n)—f (in) X f («) ; 


ciascuna delle tre serie che essa contiene b aritmeticamente intel- 
ligibile. Ma quando x è numericamente maggiore dell’unità, non 
possiamo dare un significato aritmetico alla serie o all’asserzione; 
tutto ciò che possiamo dire si è, che se formiamo il prodotto dei 
primi r termini di f(m) e dei primi r termini di f(n), i primi r ter- 
mini del risultato coincideranno con i primi r termini di /‘(m+n); 
ina ciò non ci giustificherà nello scrivere 11 

caso in cui x b numericamente eguale all’unità richiederebbe un 
esame speciale che sarebbe qui fuori luogo. 

Nell’ insieme possiamo conchiudere che il Teorema del Binomio 
per lo sviluppo di (1 + x) n dà un risultato che è aritmeticamente 
intelligibile e vero quando x b numericamente minore dell’unità; 
in qual senso il risultato sia vero quando x b numericamente 
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maggiore dell 1 unità non ò stato ancora spiegato in un modo ele- 
mentare. 11 soggetto dello sviluppo delle espressioni però è propria- 
mente una parte del Calcolo Differenziale, al quale lo studente può 
riferirsi per una più completa considerazione delle difficoltà. 


67. Trovare il termine numericamente più grande nello sviluppo di 
(1 + *)"• 

Consideriamo x come positivo. 


per 


1. Si supponga n un intero positivo. 

Il termine (r-t-l) m<> si può formare moltiplicando il termine r M0 
n-r-H . . /n + 1 \ 


X) cioè, per 


r; e questo moltiplicatore di- 


minuisce al crescere di r. Si ponga 


fn+i- \ . * («+*) T 

l 1 I.t=1, onde p— . 

\ p / x q- 1 

Se ‘p è uri intero, due termini dello sviluppo sono eguali, cioè, 
il p mn ed il (p-fl)" 10 , c questi sono maggiori di ogni altro termine. 
Se p non è un infero, supponiamo q la parte intera di p, allora il 
(</+ l) mo termine è il più grande. 


li. Si supponga n positivo ma non intero. 


Come sopra, il termine (r + 1)™ 0 


termine » 4,m per 



si può formare moltiplicando il 


Allora se x è maggiore dell’unità, non yi è alcun termine mas- 
simo; poiché il moltiplicatore precedente si può, col crescere r, 
rendere tanto vicino a — x quanto ci piace; cioè, ciascun termine 
a partire da un certo termine fisso in avanti si può rendere tanto 
prossimamente quanto ci piace numericamente x volte il termine 
precedente, e così i termini crescono senza limite. 


Ma se x non è maggiore dell'unità vi sarà un termine massimo; 

( 71 ~f“ 1 } X 

infatti se p = — -, allora finché r è minore di p il moltiplica- 

re -t-1 

tore è maggiore dell’unità, ed i termini vanno crescendo; ma quan- 
do r è maggiore di p il moltiplicatore è minore dell’unità, e finché 
esso continua ad essere positivo esso diminuisce al crescere di r; 
e quando il moltiplicatore diviene negativo esso è ancora numeri- 
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èamente minore dell’ unità; sicché ciascun termino dopo clie r ha 
Sorpassato il valore p è numericamente minore del termine prece- 
dente. Quindi, come nel primo caso, se p è un intero, il termine 
fJ mo è eguale al termine (p- f l)" 10 , e questi sono maggiori di ogni 
altro termine; se p non è un intero, si supponga q la parte intera 
vii p, allora il termine (q + i) wo è il più grande. 

111. Si supponga n negativo. 

Sia m — — a, sicché m è positivo. Il valore numerico deir(>'+ 1 ,) mo 
termine si può ottenére moltiplicando quello dell’ r m " termine per 

/ m + r — 1 \ . / lìi — 1 \ 

I I r, cioè, per I - - +1 1 x. 

Se x è maggiore dell’ unità possiamo mostrare, come nel secon- 
do caso* ché non vi è alcun tèrmine massimo, 

Se .r è minore dèli’ unità, si ponga 

/in — 1 , \ , , , ( ni — 1 1 j 

V — i»= ; -TT7— 

Se p è un intero positivo, il p mn termine è eguale al (yj + 1 ) m '» 
termine, e questi sono maggiori di ogni altro termine. Se p è po- 
sitivo ma non un intero, supponiamo q la parte intera di p, allora 
il (q + l) rart termine è il più grande. Se p è. negativo, allora m è 
minore dell’unità; in questo caso ciascun termine è minore del 
precedente, ed il primo termine* cioè, l’unità* è il più grande. 

Se x è eguale all’unità, allora quando in è maggiore dell’unità ' 
termini crescono continuamente e non vi è termine massimo, quan ; 
do m è eguale all’unità i termini sono tutti eguali, e quando m è 
minore dell’ unità i termini decrescono continuamente sicché il 
primo è il più grande. 

Abbiamo supposto da per tutto che x sia positivo; sé x è nega- 
tivo, si ponga y — — x, sicché y è positivo; allora si trovi il termine 
numericamente più grande di (1 +y) n , e questo sarà anche il ter- 
mino numericamente più grande di (1 -fi - )". 

f>8. 11 primo termine dello sviluppò di (l-j-a-) n è l’unità; ogni 
altro termine è conosciuto poiché l’(r-f l) rao termine é 

n(n— 1 );;.(»» — r + 1) r 
I r 

LI- 

Questo espressione si chiama il tannine ginérah , poiché ponen- 
do 1; ?, 3, .;. successivamente per r, essa ci dà successivamente 

39 
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il 2°, 3°, 1°, termine; cioè, possiamo ottenere da esso ogni 

termine dopo il primo. L’espressione del termine generale si può 
modificare in casi particolari, ed alle volte semplificare, come si 
vedrà negli esempi seguenti: 

• (1-f.r) - ” 1 . Qui n = — »i; il termine generale diviene 


(— ni) (— vi — !)...(— in — r -f- 1) 


il quale si può scrivere 


m(m + !)...(»» + >*— 1) 

■ (- 1 ) * 


Ir 


(1 -f j)*. Qui n = - ; il numeratore del coefficiente di . i ? è 


se r non è minore di 2, questo si può scrivere 




or 


quindi nello sviluppo di (l+x)*, il primo termine è 1, il secondo 
ì . 

è -x, ed ogni termine seguenie si può trovare ponendo per P(r-rl) mo 
termine 


1 • 3 • ò • 7 . . . (2r — 3) 

2^7 




(1+a-) 2 . Questo è un caso particolare di (1+®) m . 11 coeffi- 
ciente di 3? è 


2*3 • 4 . . . (2 + r— 1) 

E 


(— l) r , cioè, (r + !)(-!/. 


(1 — x) *. Per l’esempio precedente l’(r + l) n, ° termine è 
(r-f 1) (— l) r (— x) T , cioè, (r-f-l)£ r . 


Digitized by Google 



TEOREMA DEL BINOMIO. ESPONENTE QUALUNQUE. 


307 


(1-fó) ». Questo è un caso particolare di (1+#) 11 coefli- 

ciente di x r è 

3 - ± ì V . -^+ r = .12 (_ ty, dot, (r+ 1 ) f + 2 ) ( -ir. 

Li’. 

(1 — j - ) - 3 . Per P esempio precedente l’(r+l) mo termine è 

<^±2> ( ., r<r ^^±2y. 


Se x ed n sono positivi si troverà che nello sviluppo di (1 4 -a-) - " 
i termini sono alternativamente positivi e negativi; e nello svilup- 
po di (1 —x)~ n i termini sono tutti positivi. Se x ed n sono positi- 
vi, ed n non è un intero, si troverà che nello sviluppo di (1 +x) n 
i termini incominciano con essere positivi, ed eventualmente di- 
ventano alternativamente positivi e negativi; e nello sviluppo di 
(1 —x) n i termini incominciano con essere altornativamente posi- 
tivi e negativi, ed eventualmente diventano tutti dello stesso segno. 

69. Trovare il numero dei prodotti omogenei di r dimensioni che si 
possono formare con n lettere a, b, c, ... e le loro potenze. 

Con la divisione ordinaria, o pure col Teorema del Binomio, 

- — ! — = 1 4 ax + (Px- + a 3 x 3 4 . . . 

1 — ac 

■ - = 1 + bx 4 b 2 x 2 + b'Kr s 4 - . . . 

i—bx 

—l+cx + c-x ì + c 3 x 3 + ... 

1 — ex 


Cosi 


1 


1 


1 


... = )i+<u?+a*ìr J + a*it 3 + ...| 
1 — ax 1 — ■ bx 1 — ex (. ) 


X •{ 1 + bx 4- b' 1 x 2 4 b 3 x 3 j X 1 1 + ex + c 2 ,r 2 4 c 3 x 3 




— 1 4 S,x 4 - ò'j.r 2 |- S~v 3 + ... supponiamo. 
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Qui 


Ai ^ — a +- b r e 4- . , . , 

•S» ~ O* -p (il/ 4"* b 2 UC *J“ — • t 
.S ’ 3 =. a* 4- d 2 b 4- abr. 4 - 1 3 -|- . . . , 


cioè, .V, è o guaio alla somma delle quantità a, b,c, S t è eguale 
alla somma di tutt’i prodotti, ciascuno di due dimensioni, che si 
possono formare con a, b, c, c le loro potenze; S 3 è eguale alla 
somma di tutt’i prodotti, ciascuno di tre dimensioni, che si pos- 
sono formare; e cosi di seguito. Per trovare il numero dei prodotti 
in ciascuno di questi gruppi di prodotti, poniamo a, b, c, ... ciascu- 
no = i; così 


\ — ux 1 — bx 1 


ex 


diviene — ■ od— r) ", 

tl — xf 


Quindi in questo caso S r b il coefficiente di x r nello sviluppo di 
(1 - x~"', cioè, 

n(n+ 1) (n + r— 1) 


Questo è dunque il numero dei prodotti omogenei di r dimensioni 
che si possono formare con «, b, c, ... e le loro potenze. 


70, Trovare il numero dei termini nello sviluppo di un polinomio 
qualunque, l’esponente essendo un intero positivo. 

11 numero dei termini nello sviluppo di (a, 4- a.>+ a s 4- ,.. + a r ) n 
è lo stesso che il numero dei prodotti omogenei di n dimensioni 
che si possono formare con a,, a ì ,a x ... a r , e le loro potenze. Quin- 
di, per l’Articolo precedente, esso è 

e (/• f 1 1 (r 4- 2) • • • (»’ 4 - n — 1) 

L» 

71. Il Teorèma del Binomio si può applicare ad estrarre le radici 
dei numeri per approssimazione. Sia. A' un numero di cui si cerca 
la radice « m * , e supponiamo N~-a" + b: allora 

.y*=(o"+ft)*=oA+ £)*=.(« 

in cui ,r=r — . Se ora x b. una piccola frazione, i termin.i nello svi— 


Digìtìzed by Google 



TEOREMA DEL BINOMIO. ESPONENTE QI'ALONQVE. 


3119 


1 

luppo >!' H t-j) 1 * diminuiscono rapidamente, e possiamo ottenere 

q ^ 

un valore approssimato di (t -f-a - /*, 6 quindi di A'*, ritenendo so- 
lamente pochi di questi termini. Sarà perciò conveniente di pren- 
dere a in modo che u n differisca tanto poco, quanto è possibile da 
N, e cosi b sia tanto piccolo quanto ò possibile. Alle volte sarà me- 
glio di supporre A T —a n - b. 


72. Chiuderemo questo Capitolo con sei esempi che illustreranno 
l’uso del Teorema del Binomio, 


(1) 11 rapporto (a-{-;r) n :a” è presso a poco eguale al rapporto 
a-fn-r : a quando n.r è piccolo in paragono di a. Questo valore sia x 
positivo q negativo, c per valori di n interi 0 frazionarli, positivi 
o negativi, 


( 2 ) 

di .r. 


Sviluppare in una serie secondo le potenze crescenti 

V + qx 


e -I- bx a -t- bx 



— -(a + bx) 
P 



si 


sviluppi 



I 

col Teorema del Binomio", cosi abbiamo 


a + bx 1 
P + qx ~ P 


( ( I r 

(a -j- bx) ( 1 — — 
V P 


q t j' ì 


q\r' 


-) 


a 

. *( 

, a, l\ 

q fi ( 

, , a l\ 

— "r — l 

b 1 

r l 


P 

P\ 

P ’ 

P V 

v / 


0 pure possiamo procedere cosi. 


a + b.r 
P H- q r 


U -!'L ( ) _ - 1 ) 

"..- a A._-g/- + 


p + qx 


P + qx 


= ; + f ( t _ _ k + £2 - +. . V 

P p\ P / \ p p~ P* / 


e cosi ottoniamo lo stesso risultato come sopra. 

Questo esempio s’incontra frequentemente nelle matematiche, 
specialmente nei casi in cui x è cosi piccolo che si possano trascu- 
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rare il suo quadrato e le potenze superiori; abbiamo allora appros- 
simativamente 


a-rbx _ a t x/ aq\ 
p + qx ~ p n p\ p )' 


(3) Si vogliano i valori approssimati delle radici dell’equazione 
quadratica aar* + fcr-ì-c = 0, quando ac è molto piccolo in parago- 
ne di i*. 

-1>± \](b 2 — hac) 


Le radici sono 


E pel Teorema del Binomio, \l (b 2 — iac) — b 
( 1 4ac 1 /4«c\ 2 1 ( \ac\- 

Così per la radice col segno superiore abbiamo 

2 aV 


(>-£)*• 


ac 1 


b b s b s 

e per la radice col segno inferiore abbiamo 

2o*c s 

~F 


b c ac 2 

■ — h r H — tt 
a b b s 


■+ ... 


Se a è molto piccolo, mentre b e c non sono piccoli, la prima 

radice non differisce molto da— -, e l’altra radice è numerica- 

b 

mente molto grande. 

Merita di essere notato che il valore approssimato della radice 
nel primo caso coincide con quello che otterremo nel modo se- 
guente. Si scriva l’equazione così, 

bx + c = — ax 2 . 

Per un risultato approssimato si trascuri il termine ax 2 come 
, c 

piccolo; cosi otteniamo x — — j. Indi si sostituisca questo valore 
approssimato di x nel termine ax 2 ; così otteniamo 

ac 2 


b x -f c = — 


b 2 


cioè, 


b b 2 
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Ancora, si sostituisca questo nuovo valore approssimato di x nel 
termine ax ì , e si conservino i termini che contengono a ed a 2 : cosi 
otteniamo 

ac s 2a*c s 

l*r c — ; — 

b * b* 


ac- 




cioè, r= — 

e così di seguito. 

(4) Dimostrare che se n è un intero positivo qualunque la parte 
intera di (2 ^ 3) n è un numero dispari. 

Il significato di questa proposizione si vedrà facilmente pren- 
dendo alcuni casi semplici; così 2+ <J3 cade fra 3 e 4 in valore, 
sicché la parte intera di essa è il numero dispari 3; (2 + ^/3) 2 si tro- 
verà che cade fra 13 e 14 in valore, sicché la parte intera di essa 
è il numero dispari 13. 

Supponiamo che / dinoti la parte intera di (2 + ^/3) n , ed I+F il 
suo completo valore, sicché fé una frazione propria. Abbiamo pel 
Teorema del Binomio 


/ + F = 2 !, + n2 n - , 3* + 


>- l) 


1-2 


2 n— 2 3 2 + ... + 3 2 . 


(D- 


Ora 2—^/3 è una frazione propria, quindi è anche tale (2-^/3)"; 
dinotiamola con F'\ allora 


F'-^-n^-' 3* + 


’ w (»~l) on-5 o! 

1-2 ' 


3 2 -... + (-l) n 3 2 . 


( 2 ). 


Si addizionino ora (1) e (2); i termini irrazionali nel secondo 
membro spariscono, ed abbiamo 

/q. p p' — o|o ,t -(- n ^~ ^ ■2’ 1 ~ 2 3’ ì 

n (n — l)(n — 2) (n — 3) \ | 

LA J 

= ad un intero pari. 

Ma F ed F' sono frazioni proprie: dobbiamo quindi avere 
F+F'r={, ed /=ad un intero dispari. 
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Un simile risultato vale per (a + ^lb) n se a è l'intero prossima- 
mente maggiore di ^/6, sicché a — \Jb sia una frazione propria-. 

(5) Trovare la somma dei coefficienti dei primi r-j- 1 termini dello 
sviluppo di (1 — ^) -B > Abbiamo 


(1 -*)- 


1 + nx + 


n (n -1- 1) 
i 




n(n+l)i..(n+r— 1) 

il 


* + 


(1 — x)~* = 1 + a: + a- 4 + d?* -j- 


Quindi (1 — jr)~ <ft ' H l è eguale al prodotto delle dite serie. Ora se 
moltiplichiamo insieme le serie, vediamo che il coefficiente di .t r nel 
prodotto è 

n(n+l) n(n+ i) (n -f-r — 1) 

i + n h — rir + '••■+ rr~ * 

1 • 2 [_E 

possiamo naturalmente assumere allora che questo deve essere 
eguale al coefficiente di x r nello sviluppo di (l — .r)~i B+| ); cioè, ad 


(»+!)(« + 2)».. (fi -J-r) . 



cosi la somma richiesta è effettuata. 


(6) 11 Teorema del Binomio si può applicare nel modo ora mo- 
strato a stabilire numerose identità algebriche; daremo ancora un 
esempio. 


Sia 


, „ m(m — 1) (m — 2).>.(m— r+1) 

?(’«• *•)=-- rr * 


si cerca di mostrare che 


$(n, 0 ) 9 (jtir) — ?(n, 1) :p(n- 1 1 >•- 1) +ó(n, 2) qp(n — 2 , r- 2) 
— tf(n, 3) cp(n — 3, r — 3) + .4* = 0: 

L'espressione qui data è lo sviluppo di 
?i(n— 1) (n — 2) ; ; . (n—r + 1) 

1 (1 — 1) t 

I _r 

Il quale evidentemente deve essere zero; 
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Sviluppare ciascuna 
quarto termine: 

I. (ì+x)\ 

h. ( 1 +»)"*. 

7. (l-.r) s . 

10. (3a — 2 j)®. 


delle dodici espressioni seguenti sino al 


2. (l+.r)*. 

i 

a. (l+x) *. 


8- (l-2.r)‘. 

2 

il. (fl*-*»)'* - . 


3. (1+3:)*. 

t 

G. (1+ff) 3 . 
9. 

12. (1+&T)*». 


Trovare l’(r+ l) m0 termino nello sviluppo delle otto espressioni 
seguenti: 


13. (1 -ar)“*. 

16. (1— px) 1 '. 

19. (1-2+f* 


11. (I-t)-+ 

1*. . 

\K 1 +.T) 

20 . ~ — . 
\/( 1 — ar) 


15. (1 — ir)". 
18. (i -**)" + 


Calcolare approssimativamente le quattro radici seguenti: 

21. V(24). 22. ^(999). 23. ^(34). 24. ^(99000), 

25. Se x è piccolo in paragone dell’unità, mostrare che 

V(1 +*) + VK 1 — ®)*! , 5x 

; 77 ? : =1 — — prossimamente. 

26. Mostrare che il numero delle combinazioni di n cose quando 
si prendono ad una, tre, cinque, per volta eccede il numero quando 
si prendono a duo, quattro, sei, ... per volta di un'unità. 

27. Mostrare che il numero dei prodotti omogenei di n cose di n 
dimensioni ò 

J2n-1 

[n |n- 1 

•Ut 
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Trovare il massimo termine nei quattro sviluppi seguenti: 

2 

28. (1 4 -x) n quando x — ^ ed n = 4. 

à 

\ 

29. (l+.r) n quando x .-= - r od n — 12. 

30. (1 I x)~" quando x = ~ ed n = 3. 

7 8 

31. (1 ~x) " quando x = — ed n — r . 

1 v. 3 

/ 2n + ) 

32. Trovare il massimo termine nello sviluppo di — J 
(piando » è un intero positivo. 

33. Trovare il numero dei termini nello sviluppo di 

(a + 1> + c-h d) i0 . 

31. Trovare il primo termine con un coefficiente negativo nello 


/ 1 V- 

k'iluppo di 1 1 - x J 3 . 


35. Se p è maggiore di n, il coefficiente di x p nello sviluppo di 

. p(p l -l*)(p*-2*) |j,*_( n -l) 2 ì 

(1-jV 2 " e |2/i-l 


3C>. Il coefficiente di x 2 '* nello sviluppo di 


. ( 1 — 2x) J . 


(1 - 3.r 2 )* 


3«-i °* 4 'X" 1 >)('>»+ 3) 


(1 + x ) 2 

37. Trovare il coefficiente di x a nello sviluppo di -/• -, . 

(l-x)* 

/a-|-x\ t 

38. Sviluppare ( — — ) 2 secondo le potenze crescenti di x. Scri- 

vo— xj 

vero il coefficiente di x 2r e di x 2 ’’ +, . 

39. Mostrare che Th" 1 ® coefficiente nello sviluppo di (1 —x)~ H è 
sempre il dopino dell’ (?i — .1)'"" . 

ili. Mostrare che se t r dinota il termino medio nello sviluppo di 

_ \ 

(1 i- x) v , allora i- ... —(1 - ix)~ J . 
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il. Scrivere la somma di 


1 1-3 

, + i + rs + 


1-3-5 

4-8-12 


4 ... all' infinito. 


42. Trovare la somma dei quadrati dei coefficienti nello sviluppo 
di ( 14 #)'*, quando » è un intero positivo. 

„ 1-3-5. ..(2r-4) 

43. Se p r — — — • — , dimostrare clic 

1 

Ptn+l d" Pi Pin d" PtPin - 1 ••• "hPit-l Pn+t T PnPn+i ~ 2 " 

44. Mostrare che se m ed n sono interi positivi il coefficiente 

di x m nello sviluppo di — — - . è canale al coefficiente di e" 

nello sviluppo di r . 

(1 — xt ""' 1 

45. Trovare il coefficiente di x r nello sviluppo di 

(1-|- 2r-f 3#* -i- 4ar* + ... all" infinito)". 


V. TEOREMA DEL POLINOMIO. 

73. Ci proponiamo di trovare un’espressione pel termini' ijenrrule 
nello sviluppo di (o 0 4 a,# + <**£* + 05 ®* 4 ...)". 11 numero dei tei - 
mini nella serie a„, a,, « 2 , ... può essere qualunque, ed 11 può es- 
sere positivo 0 negativo, intero o frazionario. 

Si ponga b t per a,.c + a 4 .r i + « 3 t 3 4 allora dobbiamo svilup- 

pare (« 0 4 ù,)"; il termine generale dello sviluppo ò 

V-b H- 
°i > 

jj. essendo un intero positivo. Si ponga b t per ajc*- fo,r 5 -f 
allora fc,l 1 = (a 1 :r 4 &,) li ; poiché pi ò un itilcro positivo il termine ge- 
nerale dello sviluppo di (a^+b^ si può dinotare con 

: — J== — (a x x ) V'-1b.,\ 0 pure con , — — (a.x 

• - Li li^-g 

adotteremo la seconda forma come più conveniente pel nostro 
scopo. 


»(n— 1) (n — 2) ...... (n - pi 4 1) 


Digitized by Google 



ESEMPII ni!!. TEOREMA DEL BINOMIO. 


31 i 


Trovare il massimo termine nei quattro sviluppi seguenti: 

o 

28. (1+ir)" quando x — ed n = 4. 

0 

1 

29. ( 1 +.r) ” quando x = - ed n — 12. 


30. (1 1 x) " quando x = ~ ed n — 3. 

i 

_ 7 8 

31. (1 -x) " quando x — — ed n = - . 

i v 3 

32. Trovare il massimo termine nello sviluppo di 


J\2»+l - 


quando n è un intero positivo. 

33. Trovare il numero dei termini nello sviluppo di 
(a + b + c+ d) t0 . 

31. Trovare il primo termine con un coefficiente negativo nello 

• / 1 \ìì 

sviluppo di 1 1 -f - x 1 3 . 

35. Se p è maggiore di n, il coefficiente di x p nello sviluppo di 


. p(p i ~ l*)(l»*-2*) {p*— (n — l)*ì 


(1 -*) v 


| 2«— 1 


30. Il coefficiente di x vl nello sviluppo di 


è 

(i-3**)* ' 


■y,_, ( n T I) ( n d' >) (•>)! + 3) 

<•) 

. (1 + x) z 

37. Trovare il coefficiente di .r B nello sviluppo di . .. 

(1 — «)* 

/ 1 

38. Sviluppare ( y secondo le potenze crescenti di x. Scri- 

vere il coefficiente di a* r e di a- 5 ’’"'. 


39. Mostrare che Th'»» coefficiente nello sviluppo di (1 — x) "è 
sempre il doppio dell’ (n — 1 )“"* . 

> 10. Mostrare che se l r dinota il termine medio nello sviluppo di 

_ ^ 

(1 t- xj ir , allora l t \- ... =(1 la-) 
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41. Scrivere la somma di 

1 1-3 1 • 3 • 5 

1 + 4 + 4^ + -rsTT2 + aU ' i,, f inil °- 

42. Trovare la somma dei quadrati dei coellicienti nello sviluppo 
di (1 +a-)'\ quando ti ù un intero positivo. 

to O 1*3-5. ..(2r—l) 4 

43. Se p r = — — , dimostrare clic 

1 

Ptn+t +Pt Ptn + PtPtn- l + •••+/V-I Pn+t + /»«!>»+ 1 = 2 ■ 

44. Mostrare che so m ed n sono interi positivi il coefficiente 

di x m nello sviluppo di — — ~ „ . P eguale al coefficiente di r" 
11 (l-j)"* 1 

nello sviluppo di ! -. 

11 1 1 - -j-i"- 1 

45. Trovare il coefficiente di x r nello sviluppo ili 

( 1 r 2 r 3x ì + 4.r 3 + . . . all' infinito /*. 

V. TEOREMA DEL POLINOMIO. 


73. Ci proponiamo di trovare un’espressione pel lenninc ijenerule 
nello sviluppo di (a 0 + a i v-ra.,x i + a s .r* + ...)'*. 11 numero dei tei- 
mini nella serie o„, a,, « 2 , ... può essere qualunque, od » può es- 
sere positivo o negativo, intero 0 frazionario. 

Si ponga ò, per allora dobbiamo svilup- 

pare (a 0 + ò,)"‘, il termino generale dello sviluppo è 

n,i\ 

jjl essendo un intero positivo. Si ponga b. t per a i r i -f a^.r 3 + . . . , 
allora b t ^ = (a ì x+ b^P\ poiché [A è un intero positivo il terniino ge- 
nerale dello sviluppo di («,.r + & 2 )> 1 si può dinotare con 

r— o pure con , — ^ — (a.xV 1 bJ L ~ ,, \ 

1 * [i li t-g 

adotteremo la seconda forma come più conveniente pel nostro 
scopo. 


n(n — 1) (n — 2) (n~ jjl 4 i) „ 

__ «„ 
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-v 


Combinando questo col primo risultato, vediamo clic il termine 
generale dello sviluppo proposto si può scrivere 

n (n — 1) (n — 2)... ( n — u.+ 1) 

Ancorarsi ponga b s per . . , allora b/~ , >=(a ì x-+b ì )' L 

ed il termine generale dello sviluppo di questo sarà 

li*-® 

£ |l* — g— r v ^ ' 1 

Quindi il termine generale dello sviluppo proposto si può scrivere 

— i , |r y-n., 

Procedendo in questo modo otterremo pel termine generale ri- 
chiesto 

n(n — l)(n — 2) ... (n - u.4- 1) 

- : !... ' a n ~l l a r a *a 1 a .9+v+si+tt+... 

Lililili 0 1 234 • 

inciti <7 pr + s-M ... = ja. 

Se supponiamo » — | i—p, possiamo scrivere il termine generale 
nella forma 


n(n — l)(n — 2)...(p+ 1) „ „ , 

«/•. V«,V - * 9 ^ +3 * +4 " K • • 


in cui 


p P q +/+s + /+... — n. 


Cosi lo sviluppo del polinomio proposto consiste di una serie di 
termini di cui quello ora dato si può prendere come il tipo ge- 
nerale. 


Si deve osservare che q, r, s, t, ... sono sempre interi positivi, 
ma p non è un intero positivo a mono che n non sia un intero po- 
sitivo. Quando p ò un intero positivo, possiamo, moltiplicando il 
numeratore ed il denominatore per \p _ , scrivere il fattore 

w(n— l)(n-2) .(/)+!) 

Li Ltli.il- •• 

nella forma più simmetrica 


| /' I 7 M s \l ... ' 
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Nell'espressione precedente pel termine generale possiamo ri- 
guardare il moltiplicatore di come il coeffìcienle del 

termine. Alle volte però la parola coeffìcienle si applica al fattore 

n(n — l)...(p-(- 1) .... . 

— . — ; — | — j : questo è ordinariamente il sanificato della pa- 

Lill.li.ll— 


rola nei casi in cui a? si è messo eguale all’unità, come negli Ksem- 
pii 25. ..32 in fine di questo Capitolo. 


74. Supponiamo che si voglia il coefficiente di una potenza as- 
segnata di x nello sviluppo di (a 0 + a,i -f per esempio, 

quello di x m . Abbiamo allora 


q -f 2r 3$ -f M + ... = m, 

P + q + r + *+< + =n. 

Dobbiamo trovare per tentativi tutt’i valori interi positivi di 
q, r, s, I, ... che soddisfano la prima di queste equazioni; allora 
dalla seconda equazione si può trovare p. 11 coefficiente richiesto è 
allora la somma dei valori corrispondenti dell’ espressione 


n (n — l)(n — 2) ... (p 1) 

LìLlLìLL- 


a o Va \ q a{ ajaf... 


Quando n è un intero positivo, allora p deve essere anche tale, 
e possiamo usare la forma più simmetrica 

afafa'ajaj... 

75. Per esempio, trovare il coefficiente di x 1 nello sviluppo di 
( 1 + 2x+ 3x* + ix 3 )*. 

Qui q -f 2r + 3* = 7, 

p + q + r s — 

S’incominci col più grande valore ammissibile di s; questo è 
s=2, col qu.ale abbiamo r = 0, <?= 1 , p— 1 . In 
seguito si tenti s— 1; con questo possiamo avere 
»• = 2, q = 0, p— 1; ancora possiamo avere r— 1, 
q = 2, p = 0. In seguito si tenti s = 0: con que- 
sto possiamo avere r = 3, q = ì, p — Q. Queste 
sono tutte le soluzioni: esse sono riunite nella 
tavola annessa. 


p q r s 


1 

1 

0 

o 

1 

0 

2 

i 

0 

2 

1 

i 

0 

1 

3 

u 


l» 

liiLìLuLili-" 
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Inoltre « 0 -l, a,=2, a t - 3, a 3 - 4. Così il coefficiente richiesto ì* 

, [4 2* . 4* -i- [4 32 • 4 ‘ + S4" 2 * - 3' - 4* 4- 14 21 • 3 3 ì 
Li. LI Lr Li 

cioè, 384+ 432+ 570 + 216; cioè, 1008. 


Ancora; trovare il coefficiente di x 3 nello sviluppo di 

« 

(l+2* + 3* s + 4tf 3 +...)*- 

Qui (j + 2r + 3s + ... = 3, 

1 

j) + g + r + s + ,.. = ~. 

Tutte le soluzioni sono riunite nella ta- 
vola annessa, ed il coefficiente richiesto è 


V Q >' 5 


1 



1 

2 

« 

0 

3 

i 

1 

0 

- 




q 

a 

0 

0 




ax-o(-i) 


Li 


03 - 


cioè, 

In questo caso, poiché 



cioè, 1. 


1 + 2x + 3x 2 +' 4x 3 + ... = (1 — x) i , 
l’espressione proposta è j(l— x)~ 2 | 2 , cioè, (1— x)~ l . Ed 
(1 — a) -1 = 1 + x+x*+x s + ... ; 


così vediamo che il coefficiente di x 3 deve essere 1 ; e lo studente 
si può esercitare applicando il teorema del polinomio a trovare i 
coefficienti di altre potenzo di x : per esempio, il coefficiente di x* 
si troverà essere 


o 

9 


8 + 4 _ 8 


cioè 1. 


76. La forma del coefficiente nel Teorema del Polinomio nel caso 
in cui l’esponente è un intero positivo potrebbe ottenersi in altro 
modo. Supponiamo, per esempio, elio si debba sviluppare (a i J2 rf) 10 . 
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Quando si clTottuu la moltiplicazione ogni termine nel risultato è 
un prodotto formato col prendere una lettera da ciascuno dei 10 
fattori trinomii. Cosi se vogliamo il termine clic contiene a 2 ^ 3 ^ 3 
dobbiamo prendere a da due qualunque dei 10 fattori trinomii, 
da tre qualunque dei rimanenti 8 fattori trinomii, e y dai 5 rima- 
nenti fattori trinomii. 11 numero dei modi in cui questo si può fare 


. 110 . , 110 . 
e rrr ~ i - ^ cosi il termine richiesto e , ■ , ~ , g 2 3 1 T J . 

unii unii 

Segue da ciò elio so dobbiamo sviluppare (a-}-^c+v.r 2 )«« il termine 
clic contiene a 2 £ :, f 3 ò 


J JL 

min 


- a i (^) 5 (v,r 2 } 3 , cioè 


l JP 




Similmente si potrebbe trattare ogni altro caso. Cosi potremmo 
dare la ricerca del Teorema del Polinomio nel seguente modo: 


S’incominci con lo stabilire nel modo or ora indicato la forma 
del coefficiente nel caso in cui l’esponente è un intero positivo. Indi 
supponiamo che si debba trovare il termine generale nello sviluppo 
di (a 0 + a | ^ + a 2 a’*-t-a 3 .r s -t-...)’ t , quando » non è un intero positivo. 
Si ponga b per a r r+ a 4 a.' 2 + a 3 a ,9 +...; allora dobbiamo sviluppare 
il termine generale di questo sviluppo è 


i,(»-l)(»-g)...(n - i i + l) a „_ up . 


il 


e siccome ;j. è un intero positivo il termine generale nello sviluppo 
di (a,a?+ a 2 x- -)- a 3 r 3 •{- . . .) |i è 


11 


li li li-li - 


«iVV'V 


x <mr+3»+4H-. . . 


Quindi il termine generale richiesto è 


,(»— — >+ l| 


Ululili- 


‘l “ì “3 


J.V+IC+: is+<«p... 


KSEMPII DEL TEOREMA DEL POLINOMIO. 


Trovare i coefficienti delle potenze indicate di x negli sviluppi 
nei 21 Esempii seguenti: 

1. x * in (l+ar-J-®*) 3 . 

2. t 3 in ( I — .r i r 4 )*. 


Digitized by Google 



ESEMPI! DEL TEOREMA DEI. POLINOMIO. 


3. x® in (1 — 2xf3x 2 ~ Ix 3 /. 

4. a- 11 in ( i 4-x+x*+x 3 t-x 4 f x 3 ; 3 . 

5. x® in (2— 3x~4r 2 ) 3 . 

0. x® in (I — x+2x 2 )* 2 . 

7. x 4 in (2 — 5x— 7x 2 )*. 

8. a® in (1— 2x*+4x*) -2 . 

0. x 4 in (1-fx-J-x 2 ) -3 . 

_ i 

10. a* in (I +2x— x-) *. 

/ , r s j.i\-ì 

11. a-ta (_1__ + t) • 

— 1 

12. x* in (l+2x~ ix 2 — 2x 3 ) 1 . 

< 

13. x« in (l-2x+x 4 /. 

ì 3 3 i 

14. x 4 in (l+x 2 +x s +jr 2 — x ì ) 3 . 

15. x 4 in (1+x-fx 2 )". 

1G. x 4 in (l+3x-t-5x 2 +7x 3 +9x 4 f...)’. 

17. x“ in (l+x-fx 2 +...) 2 - 

18. a» in (l+2x+3x 2 ) B . 

_ 

10. x 4 in (l+2x+3x*-|- Ix 3 -!---) '• 

20. x* 2 in (1 + a ,x-|- OjX 2 + <Lj.t 3 j * . 

21. x 3 in (a 0 +a,.7'+a ì x 2 ) n . 

22. x® in (1— x 2 -fx 3 — x 3 ) 4 . 

_ i 

23. x 2 in (1 +ax+ix 2 ) 2 . 

24. x 3 in ( 1 +a,x -f-dj?: 2 -)- ftjX 3 ) m • 

25. Trovare il coefficiente di «bc 3 in (a-l-b+c) 3 . 

26. Trovare il coefficiente di o 2 b 3 c 2 in (a— b-c)’. 

27. Trovare il coefficiente di o 2 b 4 c 3 in (a+b+c+ri) 9 . 

28. Trovare il coefficiente di ab 2 c 3 d 4 in (a— b+c— rf)’°. 

29. Scrivere tutt’i termini che contengono potenze di b e c sino 
alla terza potenza inclusivamente nello sviluppo di («+b-i-c) n . 

30. Scrivere tutt’i termini che contengono d”“ 3 nello sviluppo 
di (a 1 b+c-f <t/'. 
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31. Trovare il massimo coefficiente nello sviluppo di 
[a+b+c)'°. 

3'2. Trovare il massimo coelliciente nello sviluppo di 
(a+ 6 +c+d) u . 

33. Mostrare che il massimo coefficiente nello sviluppo di 


(«!+«*+■■•+«„,)" è-r 


| m ('/T l) r ’ 

in cui q è il quoziente, ed r il resto quando n si divide per m. 


34. Mostrare che nello sviluppo di (a 0 +aj;r+a 2 .r 2 +...) 2 il coeffi- 
ciente di è 2 (a 0 « 2 pT ,+a 1 a 2 p +a 2 a 2 p _ 1 +...+a p a p4 . l ). 

_ X 

35. Sviluppare (1 — 2bx+x f ) 1 sino ad a 4 . 


36. Sviluppare (a+ò-r+ca; 2 ) * sino ad x K . 


37. Sviluppare ( 1 — x— x 2 — x*) n sino ad ar*. 

38. Nello sviluppo di (1 + a?+.r 2 + in cui n è un intero 

positivo mostrare che 

( 1 ) i coefficienti dei termini equidistanti dal primo e dall’ul- 
timo sono eguali-, 

( 2 ) il coefficiente del termine medio, o dei due termini medii, 
secondo che nr è pari o dispari, ò maggiore di ogni altro coeffi- 
ciente; 

(3) i coefficienti crescono continuamente dal primo sino al 
massimo. 


39. Se a 0 , «,, a 2 , a v ... sono i coefficienti in ordine dello sviluppo 
di (l+x+ ,r 2 +...+a; r ) n , dimostrare che 

( 1 ) « 0 + 04 + 0 *. ..+fl nr ^=(r+l) n ; 

(2) a,+ 2 a 2 + 3 « 3 +...+nr« Mr =:^f!r(r+l)’ l i 


-40. Se a 0 , a,, a 2 , « 3 , ... sono i coefficienti in ordine dello svi- 
luppo di ( 1 +ir+a; 2 )”, dimostrare che 

41 
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VI. SERIE ESPONENZIALE E LOGARITMICA. 


. 77 . Sviluppare a* in una serie di potenze crescenti di x; cioè svilup- 
pare un numero in una serie di potenze crescenti del suo logaritmo se- 
condo una data base. 

a x r={ 1 -f (a— I) J x ; e sviluppando col Teorema del Binomio alibiamo 

jl + (a-l)} X =i +*(«-l) - («-*)* 

+ ^ f — (« ~ «)» + * ( * 7 ^ ~ 3> (a - 1)H ■ ■ ■ 

= 1 + x | a - 1 - ^ (a - l) 1 + 1 (a - l) 3 - | (a - 1)* + . . .| 

+ termini che contengono ir 3 , x 3 , etc. 

Questo mostra clic a x si può sviluppare in una serie che inco- 
mincia con 1 e procede secondo le potenze crescenti di t; possia- 
mo quindi supporre che 

a x — 1 -f c,r + CjT 3 + CjT 3 + c k x k 4- ... 

in cui c,, c t , c 3 , ... sono quantità che non dipendono da x, e che 
perciò restano inalterate comunque si muti x\ inoltre 

c, =a - 1 - i («- 1)* + ^ ( a - l) 3 -^ (a - 1)*+ ••• 

mentre c, t c s , ... sono per ora incognite; passiamo a trovare i loro 
valori. Cambiando x in x + y abbiamo 

a x+ y = 1 + c, (a; + y) + c t (x + y ) 1 + c s (x + y ) 3 + 

ma a x&v — a x a v — a y | I + c,.r -j- c t r* + c 3 x 3 + ... |. 
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Poiché lo duo espressioni per a x+v sono identicamente eguali, 
possiamo assumere che i coefficienti di x nelle due espressioni siano 
eguali, cosi 

c, + 2e,t/ + 3 c 3 i/* -f 4c 4 y 3 + • i ■ = c,u y 
= 4-e J y+c t y* + c,y* + .. 

In questa identità possiamo assumere che i coefficienti delle po- 
tenze corrispondenti di y siano egjtali; cosi 

c ^ 

2r ì — c, 2 ; quindi ; 

oc c ^ 

3c 3 = c,Cj-, quindi c. = -y? = { ^ ;{ i 

H = c t c 3 \ quindi ^ = { ^ ^ ; 


Cosi 


c,*x s c. 3 .r 3 c,V 

° =l+vt Tr + ir + '[r + ' 


Poiché questo risultato è vero por tutt’i valori di x, si prenda x 
tale che c,.r = l, allora x —— , ed 


o c --i+l4- ll + l 3 + | i +...; 

I 

questa serie è indicata comunemente con c; cosi a c > = e, onde 
a — e c ' e c, = log e a: quindi 


a x — 1 -f (log e a)x4- 


(log e a) 2 ,r ì (log c a)V* 

l _T I • » ' ’ * * 


L2 ‘ Il 

Questo risultato si chiama il Teorema Esponenziale. 

Si ponga e per o, allora Iog B a diviene log e c, cioè, l’unità; cosi 
r .1* x 3 x* 

c - 1 + * + -> + n 4 'fi + 
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Questo risultato molto importante è vero per lult’i valori di x; 
e lo studente dovrebbe rendersi tanto familiare con esso da essere 
abile ad applicarlo a casi speciali. Per esempio, si supponga x——\- 
cosi 


. 1 

o sia - = 
e 


1 _ 1 1 

L*~[I + 5 



0 pure possiamo porre ogni altro simbolo per x; così ponendo 
nz per x abbiamo 


2-2 




1 ) 3*5 




' — 1 + nz + -p- -f — ~ + —— -f . . . 

li H Li 


Nell’Art. 86 faremo un’osservazione sopra una parte della ricerca 
precedente, e ritorneremo in appresso su ciò che si è assunto duo 
volte nel corso del presente Articolo. 

78. Col calcolo effettivo possiamo trovare approssimativamente 
il valore numerico della serie che è stata dinotata con e; esso è 
2-718281828. 

79. Sviluppare log e (l + x) in una serie di potenze crescenti di x. 

Abbiamo veduto nell’ Art. 77, che c^log^a; cioè, per lo stesso 

1 1 1 

Articolo, log e a = a — 1 — - (a -lr-r^fa— l) 3 — -(a — 1) 4 + ... 

Si ponga 1 + .r per a; quindi 

• x^ x^ * 

log a (l + s) = x - — + y - J + ... 

Questa serio si può applicare a calcolare Iog e (l + x) se a: è una 
frazione propria; ma a meno che x non sia molto piccolo, i termini 
diminuiscono cosi lentamente che dovremo ritenere un gran nu- 
mero di essi; se a: è maggiore dell’unità, la serio 6 del tutto non 
conveniente. Dedurremo perciò alcune formolo più convenevoli. 

.r® .r 3 .r* 

80. Abbiamo log,,(l x) =. ,r — - + — — + ...; 

« 

quindi log,,! 1 - .v), - a - ' T » 
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con hi sottrazione otteniamo il valore di log e (1 +x) — log e (i— x), 
1 -(-x 

cioè, di log e — - ; 


quindi 


1 4-x ( X 3 X 3 I 

j— = 2 x+- + ~ + ... • 
1 — x 1 3 a ) 


ih — ii . , . m 1 + x 

In questa sorie si scriva per x, e quindi — per , 

1 m+n n \—x 

m . [in — h [f m — n\ 3 l/m— »\ 5 I ... 

cosi l°g- = 2j^ + jt— ) + À^Tn) + "M ; ( h 

Si ponga n=l, allora 

rm-i ìfm—[\ 3 , if m-ì\ s , ) 

,0g « m=2 |^H + 3V^) + ?Am+l/ + ”'J (2) ’ 

Ancora, in (1) si ponga m = n+i, cosi otteniamo il valore di 
72 * 4 " 1 

Io" — — ; quindi \o r J e (n + 1 )- ^g e n 
e n 

_ « | 1 , 1 I ! + ...| (3). 

‘ (2n + 1 + 3(2» + 1) 3 o (2» + 1) 3 J 

81. La serie (2) dell’Articolo precedente ci abilita a trovare log e 2, 
si ponga ni— 2, allora calcolando troveremo 

lo g( .2= -69314718 ... 

Dalla serie (3) possiamo calcolare il logaritmo di ciascuno di due 
numeri consecutivi quando conosciamo quello dell altro. Si ponga 
n=z 2, e facendo uso del noto valore di log e 2, otterremo 


log e 3 = 1-09861229 ... 

Si ponga n = 9 in (3); allora log e » = log e 9 = log c 3- = 21og e 3 ed 
è perciò conosciuto ; quindi troveremo 

log e 10=2-30258509 ... 

82. 1 logaritmi di base e si chiamano logaritmi Neperiani, daNa- 
pier l’inventore dei logaritmi ", essi si chiamano anche logaritmi na- 
turali, essendo quelli che. prima si presentano nella ricerca di un 
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metodo per calcolare i logaritmi. La base 10 è la sola base usata 
nelle applicazioni pratiche dei logaritmi, ma i logaritmi di base 
Neperiana s’incontrano frequentemente nelle ricerche teoretiche. 

83. 11 logaritmo di un numero di base 10 si può trovare, come è 

1 

noto, moltiplicando il logaritmo Neperiano per ^ — , cioè , per 

s'tj' T ° l ),lrCÌ P cr '^3429418; questo moltiplicatore si chiama 
il 'modulo del sistema ordinario. 

La baso Neperiana, il modulo del sistema ordinario, ed i logarit- 
mi Neperiani di 2, 3, e 5 sono stati tutti calcolati sino a 200 cifre 
decimali. Si veggano gli Abstracts of thè Paperi oomiininicaled lo thè 
ftoyal Society, Voi. VI. pag. 397. 

Le serie ncll’Art. 80 si possono modificare in modo da dare loga- 
ritmi ordinarii ; per esempio, si prenda la serie (3), si moltiplichi 
da per tutto pel modulo che dinoteremo con p. ; cosi 




84. Per l’Art. 77 abbiamo 


. , ... / x* x 3 x* A" 

(c - 1 ) _(* + _+ + +...J , 


\ Li U Li ' '"/ ’ 

=£ n + termini che contengono potenze superiori di j(1). 
Inoltre, pel Teorema del binomio, 

( e r_ 1 ) a_ e «j_ ne (>t-i)x + 1 > „(«-*)* _ (2 


Si sviluppi ciascuno dei termini c Hr , e 1“ ... ; cosi il coeffi- 

ciente di x' 1 in (2) sarà 

n r (n— l) r n(n-i) (n— 2) r n(» -1) (a— 2) (»« — 3/ . 

E _n Li + ~CT E Li L T~ 
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Quindi da (1), por lo stesso principio come nell’ Art. 77, vedia- 
mo che 

r , » \x , n ( n — !), ox r n(»-l)(«-2), r< 

n T —n(ii—iy+ — p— (n- 2) r Qj (n-3) + ••• 

è =|_n se r = n, ed è =0 se r è minore di n. 

È facile vedere che il termine nel secondo membro di (1) che 
contiene x ,l+i è ” x" +t . Così otteniamo, per lo stesso principio come 
sopra, 

n" +1 — n(n— l) ,,+, -f !l^H(n-2) n+ ‘ -, . .= 1 n|n+l . 

La. *■ 

85. Daremo un altro metodo por giungere al teorema esponen- 
ziale. Pel Teorema del Binomio 

/ ]\” x 1 nx(nx— 1) .1 rixinx— Y)(nx— 2) 1 

I H — ) =l+nx — i j-g » + • pr — v 

\ n/ n [_2 11 

nx(nx— l)(nj;— 2)(nx— 3) 1 


/ 1\ BX 
Ov = l+i - 


*0-30-3 
'ODO - 3 OD 


Si ponga x = \ , allora ( ! 


0+3“ 


, . -L 0-30-3 0-30-30-3 

= ,+, +— + — n — + n 

OlflOD’O 
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quindi 1+X + 


*('-.0 '*(*■;)(*" 3 

- -f ■ ■ » 

Ir» I I O 


n 


+ ... 


*-i 0-00-3 r 

, + ,+ — + u + "'S ■ 


-I* 

Ora questo essendo vero comunque grande sia n, sarà vero quan- 
do » diviene infinito; allora - svanisce ed otteniamo 


T i *3 


,+ar + n? + !T + iT + 1 1 + 1 + nr + r? + ir + 


Li 11 Li 


i i 


Li Li li. 


-r. 


cioè, = é c . 


Abbiamo cosi ottenuto lo sviluppo di e 1 secondo le potenze di x\ 
per trovare lo «viluppo di a* supponiamo £1 = 6*8100110 c = log e a, 
cosi 




C-X-- C-'T 


:i~3 


1 +CJ + U + U + TT + - 


86. Lo studente noterà che nell’ Articolo precedente abbiamo 
adoperato il Teorema del binomio per sviluppare una potenza di 
1 1 

1 + - , e se - è minore dell’unità, siamo certi che lo sviluppo dà un 
n n 

risultato aritmeticamente vero (Art. 66). Nella dimostrazione del 
teorema esponenziale data nel primo Articolo di questo Capitolo, 
se a— 1 è maggioro dell’unità, lo sviluppo col Teorema del Bino- 
mio col quale la dimostrazione incomincia non sarà aritmetica- 
mente intelligibile; e per conseguenza la dimostrazione si può con- 
siderare solamente esatta purché a sia minore di 2. Con questa re- 
strizione la dimostrazione ò esatta, ed x può avere un valore qua- 
lunque. Per completare quella dimostrazione dobbiamo mostrare 
che il teorema è vero per ogni valore di a; e siccome e è maggiore 
di 2 non dobbiamo cambiare a in e sino a che non abbiamo tolta 
questa restrizione relativa al valore di a. Questa restrizione si può 
togliere facilmente; poiché nel teorema 


a x — 1 + (log e a)r-|- 


(!og e a) 2 z 2 

11 


+ 


(Iog e a) 3 r 3 _ 

“H - + 


si ponga a = A y , e prendendo y abbastanza piccolo si può rendere 
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3-2'J 


À tanto grande quanto ci piace, mentre a è minore di 2. Allora 
log,, a = */ log, .1 ; cosi 


A y *= i +(log, A)yx4 |? 
quindi, ponendo z per ijt, 


(log, /I )*i/ s x i (log, A) 3 u 3 r 3 


+ 


! 3 


+ ••••, 


tosi il teorema esponenziale è dimostrato generalmente. 

87. Abbiamo trovato nell’ Art. 85, che qdando n cresce senza li- 
/ i\«* 

mite ( 1 + - ) diviene ultimamente e*; nello stesso modo possia- 
\ n/ / yix 

mo mostrare che quando ti cresce senza limite fi + - J diviene 

ultimamente e rjr -. 


ESUMIMI DELLA SERIE LOGARITMICA. 


li Dimostrare che log e (s + 1) — 2 log, .r — log, (.r — 1} 


_ a 


| 2,r* — 1 




r 


Dato Ìog lft 3 • 177 12 od ; ——-43129, applicare la serie lire 

log, IO 

cedente a calcolare log, # 1 1 . 

2 . Mostrare che log, (x + 2 h)~ 2 log e (x -f- h) — log, t 


(h* 1 /i 4 1 

{(.r-f/i) 2 ' 2(®+ft) 1 ^ 3(i 


1 h 9 


(.r + h) 9 

3. So a, b, c sono tre numeri consecutivi, 
log, c = 2 log, b — log, n 




I 


-1 

' (2< 


1 


1 


1 


-5+1» 
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4. Se X e p. sono le radici di a x* + bx 4 - c — 0 , mostrare che 

)ì + ,, 2 

log, (a — bx + ex-) = log, a -f (X 4 - pi ) x — — .t 1 + . . . 


5. Log,. { 1 + 1 4- ® + (1 4-®)*j = 3 log e (l -f®) — log,® 

l 


111 1 

4- , -i ± 


Mi 4-®;* 2(1+®/* ' 3(14-®)® 


■ir 


2®- i 


fi. Log, (x 4-1) = - log,, x - - log e (®- 1) 

2(1 2,3 | 

~ 2.r -t- 1 l2.3-.r ;t + 3-5-x« “ 4-7-x 7 + *" )’ 

. 1 +X »-.« ') ,.2 x \ a .8 

7. Loft {(! + #) > (l-« ■ 

r.oi 

8 . Trovare il logaritmo Neperiano (li — : . Sino a quante cifre 

-i j j 

decimali il nostro risultato è corretto? 

9. Assumendo lo serie per iog e (l -j-x) ed e x , mostrare che 

04M-4) 

prossimamente quando n è grande; e trovare il termine seguente 
della serie che incomincia con l’espressione nel secondo membro. 

10. Trovare il coefficiente di x n nello sviluppo di 

a 4- bx 4 - ex 2 


11. Mostrare che log.4 = l 4 - --^ -- 4 - 4- . ~ , 4- 

1 • 2 • 3 3 • 4 • 0 o • fi • / 

12 . Mostrare che n ,l+ * — » (n — 1 )”^ 2 4- ’ 1 — - (» — 2) ,l+ì — . , . 
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VII. CONVERGENZA E DIVERGENZA DELLE SERIE. 


88. L’espressione i<,-f », + «j + « t + ... in cui i termini succes- 
sivi sono formati con una legge regolare, ed il numero dei termini 
è illimitato, si chiama una serie infinita. 


80. Una serie infinita si dice essere convergente quando la som- 
ma dei primi n termini non può numericamente eccedere una certa 
quantità finita comunque grande sia n. 

00. Una serie infinita si dice divergente quando la somma dei 
primi n termini si può rendere numericamente maggioro di ogni 
quantità finita, prendendo n grande abbastanza. 

91. Supponiamo che addizionando sempre più termini di una 
serie infinita ci approssimiamo continuamente ad un certo risultato, 
sicché la somma di un numero sufficientemente grande di termini 
differisca da quel risultato per meno di una quantità assegnata qua- 
lunque, allora quel risultato si chiama la somma della serie infinita. 

Per esempio, si consideri la serie infinita 
1 tItZ ! +• • • • , 


e supponiamo x una quantità positiva. 
Sappiamo che 

1 -r x -f x* -f- . . . -f- x 11 * — 


1 - x n 
1 — x 


Quindi se x è minore di 1, comunque, grande sia n, la somma 

dei primi n termini della serio è minore di —— — ; la serie è quindi 

1 — x 

convergente. E, siccome prendendo n abbastanza grande la somma 

1 

dei primi n termini si può far differire da- per meno di ogni 

1 1 — x 

quantità assegnata, - e la somma della serie infinita. 


Se c— - 1, la serio è divergente; poiché la somma dei primi n ter- 
mini è n, e prendendo un sufficiente numero di termini questa si 
può rendere maggiore di ogni quantità finita. 
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Se a- è maggiore di 1 , la serie è «divergente; poiché la somma 
x n —\ 

dei primi n termini è -, la quale si può rendere maggiore di 

ogni quantità finita prendendo n grande abbastanza. 

92. L’ila serie infinita in cui lutti termini sono dello stesso segno è 
divergente se ogni termine è maggiore di mia certa quantità finita as- 
segnata , comunque piccola. 

Infatti se ciascun termine è maggiore della quantità c, la somma 
dei primi n termini è maggiore di nc, e questa si può rendere mag- 
giore di ogni quantità finita prendendo n grande abbastanza. 

93. Una serie infinita di termini, i segni dei (piati sono alternativa- 
mente positivi e negatici, è convergente se ciascun termine è numerica - 
■mente minore del termine precedente. 

Sia la serie u , v t ! u 3 — 1 / 4 ; questa si può scrivere 
, (1/,-iij) f («a »f 4 ) 4- (u s + 

od ancora cosi, 

- (t/ 4 _ u.) - - Kj) ~ . . . 

Hai primo modo di scrivere la serie vediamo che la somma di un 
numero qualunque di termini è una quantità positiva, e dal secondo 
modo di scrivere la serie vediamo che la somma di un numero qua- 
lunque di termini è minore di quindi la serie è convergente . 

10 necessario di mostrare in questo caso che la somma di un nu- 
mero qualunque di termini é positiva; poiché se conosciamo sola- 
mente che la somma é minore di u,, non siamo certi che essa, non 
sia una quantità negativa di grandezza illimitata. 

Si deve notare una importante distinzione rispetto alia serie qui 
considerata. Se i termini u |t v t , u x .., diminuiscono senso limile la 
somma di n termini e la somma di n+1 termini differiranno per 
una quantità indefinitamente piccola quando n si prende grande 
abbastanza. Ma se i termini ?< s , ... non diminuiscono senza 

limite la somma di n termini e la somma di n-[-I termini differi- 
rqnno sempre per una quantità finita. La serie continuata aU’infi- 
nito avrà una somma, secondo la definizione dell' Art. 9i, nel pri- 
mo caso, ma non nel secondo. In tutti e due i casi la serie é con- 
vergente secondo la nostra definizione.. Ma alcuni scrittori preferi- 
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scono un’ultra definizione della convergenza; cioè, essi considerano 
una serie convergente solamente quando la somma di un numero 
indefinitamente grande di termini si può far differire da un valore, 
fisso per meno di ogni quantità assegnata: e secondo questa defini- 
zione la serio è convergente nel primo caso, ma non nel secondo. 

01. Una serie infinita è convergente se ila un termine /isso qualun- 
que in avanti il rapporto di ciascun termine al termine precedente c 
numericamente minore di una certa quantità la quale è essa stessa mi- 
nore dell’ unità. 

Sia la serie incominciando dal termine fissa 

», +Wj + «3+ 

o dinoti S la somma dei primi n di questi termini. Allora 


•S — 1/ 1 -f* V, -f- -f" ... + »„ 

( , «ì , “3 «1 , «♦ W* «i , 

= 11, -, I 1 1 r 

(. a, i / 2 », w- », 



Ora da principio siano tutt’i termini positivi, c supponiamo 


— minore di k, — minoro di k, — minore di k, ... 

», »i «3 


Allora S è minore di », \ 1 +k + k’-+... +k n ~' j; cioè, minore di 

\—k n .... », 

t/, - — — . Quindi se k è minore dell’unità, .5 è minore di — — ~; cosi 

la somma di tanti termini quanti vogliamo incominciando da », è 
minore di una certa quantità finita, e quindi la serio incomincian- 
do con », è convergente. 


In secondo luogo, supponiamo i termini non tutti positivi; allora 
se essi sono, tutti negativi, il valore numerico della somma di un 
numero qualunque di essi è lo stesso come so ossi fossero tutti po- 
sitivi; se alcuni termini sono positivi ed altri negativi, la somma è 
numericamente minore di quella se i termini lossero tutti positivi. 
Quindi la serie infinita è anche convergente. 


Poiché la serie infinita incominciando con », è convergente, la 
serie infinita che incomincia con un termine fisso qualunque prima 
di », sarà anche convergente; poiché così avremo solamente da 
aggiungere un numero finito di termini finiti alla serie che incomin- 
cia con 
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9Ó. ina serie infinita è divergente se da un termine fisso qualunque 
ili avanti il rapporto di ciascun termine al termine precedente è mag- 
giore deli unità, o eguale ali unità, cd i termini sono tutti detto stesso 
segno. 

Sia la serio incominciando dal termine lisso 


u , + «j + t/j + . . . , 

c dinoti S la somma doi primi n ili questi termini. Allora 


5 = u, + n 2 + « 3 + ... + «„ 


— u i ] 1 +• + ; 


a, «. w, 
-- + — — 
u, u 3 11, 



Ora, da principio supponiamo 


-- maggiore di 1, — maggiore di 1, — maagiore di 1, ... 

Il, U, t(j 

Allora 6' -è numericamente maggiore di u t \ 1 + 1 + .. .4-1}, cioè, 
numericamente maggiore di nu t . Quindi A’ si può rendere numeri- 
camente maggiore di ogni quantità finita prendendo n grande ab- 
bastanza, e quindi la serio incominciando da m, ò divergente. 

In seguito, supponiamo che il rapporto di ciascun termine al pre- 
cedente sia l’unità; allora S=m/,, e questa si può rendore mag- 
giore di ogni quantità Unita prendendo n grande abbastanza. 

lì se incominciamo con un termine fisso qualunque prima di u, 
la serie evidentemente sarà anche divergente. 


96. Lo regole negli Articoli precedenti determineranno in molti 
casi se una serie infinita sia convergente o divergente. Vi è un caso 
degno di essere notato in cui esse non si applicano, cioè, quando il 
rapporto di ciascun termine al procedente ò minore dell’unità, ma 
si avvicina continuamente all’unità, sicché non possiamo fissare 
una quantità finita k minore doli’ unità, e sempre maggiore di quel 
rapporto. In tal caso, come si vedrà dall’esempio nell’Articolo se- 
guonte, la serie può essere convergente o divergente. 


97. Consideriamo la serie infinita 


I 1 

P» r pi 


11 

yi ' 7p r ••• 
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Qui il rapporto doli’ u mo tonnine aU’(n— 1/"° termine è 

se p è positivo, questo ò minore dell’unità, ina si avvicina conti- 
nuamente all’unità al crescere di w. Questo caso adunque non 
rientra in alcuna delle regole già date; dimostreremo però che la 
serie ò convergente se p è maggiore dell’ unità, e divergente se p 
è l’unità, o minore dell’unità. 



I. Supponiamo p maggiore dell’unità. 

11 primo termino della serie è 1 , i due termini seguenti sono presi 
o 

insieme minori — ; i quattro termini seguenti sono presi insieme 
4 

minori di — , gli otto termini seguenti sono presi insieme minori 
8 4 

di — , e così di seguito. Quindi l’intera serie è minore di 

O' 


2.4 8 

1 + òì* + + g/> + 

cioè, minore di 

1 + x 3 + ... 

o 

in cui Poichèp ò maggiore dell’unità, x ò minore dell’unità; 

quindi la serie è convergente. 

II. Supponiamo p eguale all’unità. 

, • , .1111 
I.a serie e ora 1 + ^ ~ ; + --(-••• 

2 3 4 o 

Il primo termine è 1, il secondo termine è - , i due termini se- . 

. 2 1 ~ 

guenti sono presi insieme maggiori di - o -, i quattro termini se- 

. 4 1 

guenti sono presi insieme maggiori di - o - , e cosi di seguito. 
Quindi prendendo un numero sufficiente di termini possiamo otte- 
nere una somma maggiore di ogni multiplo finito di-; la serie è 
quindi divergente. 

IH. Supponiamo p minore dell’unità, o pure negativo. 

Ciascun termine è ora maggiore del termine corrispondente 
in li; la serie è quindi a forlìori divergente. 
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98. Daremo ora un teorema generalo che si può dimostrare nel 
modo mostrato nell’Articolo precedente. Se cp(j-) è positiva per tùtt’i 
valori interi positivi di x, e diminuisce continuamente al crescere 
di x, ed m ò un intero positivo qualunque, allora le due serie in- 
finito 

?(l) + <?(2) + ?(3) + ?(4)-t:?(5) + ;.> 

e <p(l)+ irtCf(»i) -f + m*<f(m 3 ) + .u 

sono tutte e due convergenti o tutte e due divergenti. 

Consideriamo tutt’i termini della prima serio compresi tra <f(m k ) 
0 y{ni k+i ), includendo l’ultimo ed escludendo il primo, k essendo un 
intero positivo qualunque; il numero di questi termini ò, m k+t —m k , 
e la loro somma 6 quindi maggiore di m k (m— i) tf(m k+ *) . Cosi tutta 
la prima serie incominciando col termine sarà maggiore di 

— — Evolte la seconda serie incominciando col termine m*' +, o(in* + ’). 
m 

Cosi se la seconda serie è divergente, ò aticor tale la prima. 

Inoltre, ò ciliare che termini scelti dalla prima serie sotto minori 
di m k (in— l)^(m k ). Cosi tutta la prima serie incominciando col ter- 
mine 9 ( 1 ) 1 *+!) sarà minore di in — 1 volto la seconda serie inco- 
minciando con in 1 ' cp (nr). Cosi so la seconda serie è convergente, 
è ancor tale la prima. 

Come un esempio dell’ uso di questo teorèma possiamo prendere 

1 

il seguente: la serie di cui il termine tjeneralc è — ; e confer- 

ii (log n)P 

I jenle se p e maggiore dell’ unità, e divergente se p è eguale all’ unità o 
minore dell’ unità. Pel teorema la serie proposta è convergente o 
divergente secondo che la serie di cui il determinante generale 
, m n 

e — — —r li convergente o divergente; l’ultimo termine gene- 

m"(logm")P oo.i o 

1 

rale è — . sicchò esso serba un rapporto costante al termine 

(log infili* 

generale — per tutt* i valori di il. Quindi il risultato richiesto setrue 
n< 

dall’ Art. 97. 
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A 

I 


99. La serie ottenuta sviluppando (1-fx)* 1 col Teorema de! Binomio 
è convergente se x è numericamente minore dell* unità. 


n — r -r 1 

Infatti il rapporto dell’(r + l) ra0 termino aUV n " !• — — —~x. Se 

r 

n è negativo e numericamente maggioro dell’ unità il fattore 


n— r+1 
è 


numericamente maggiore dell' unità; ma esso si avvici- 


na continuamente all’unità, e si può far differire dall’unità per 
meno di ogni quantità assegnata prendendo r grande abbastan- 
za. Quindi se x è numericamente minore dell' unità il prodotto 
» — r + 1 . , , 

x, quando r è grande abbastanza, sarà numericamente 

r 

minore di una quantità che b essa stessa numericamente minore 
dell’unità. Quindi la serie è convergente. (Art. 91j. 


Se n è positivo il fattore 


n— »’+l . 

e 

r- 


numericamente minore dell'u- 


nità quando r è maggiore di n; se n è negativo e numericamente 
minore dell’unità questo fattore ò sempre nnmericamente minore 
dell’unità; se » = — 1 questo fattore è numericamente eguale all'u- 
nità: così nel primo caso quando r è maggiore di il, e negli altri 
due casi sempre, se x è numericamente minore dell’unità il pro- 


dotto — — - - -• x è numericamente minore di una quantità che è 


essa stessa numericamente minore dell’unità. Quindi la serie à con- 
vergente (Art. 91). 


100. La serie ottenuta sviluppando logt/l+x) secondo le potenze di x 
è convergente se x è numericamente minore dell’unità. 

r.v 

Infatti il rapporto dell’(r-f l) rao termine r.H’r m# ò ---——.Quindi 

se x b minore dell’unità, questo rapporto è sempre numerieamente 
minoro di una quantità che è essa stessa numerica mente minore 
dell’unità. Quindi la serie è convergente. (Art. 91.) 


101. La serie ottenuta sviluppando a* secondo le potenze di x è sem- 
pre convergente. 

x lo a a 

Infatti il rapporto deU’(r-t- l) mo termine all’r mo è — — ~ ;!L - . Qua- 

r 

lunque sia il valore di .r, possiamo prendere r cosi grande da ren- 
dere questo rapporto minore dell’unità, ed il rapporto diminuirà al 
crescere di r. Quindi la serie b sempre convergente (Art. 91). 

li 
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ESEMPII DI CONVERGENZA E DIVERGENZA DELLE SERIE. 


Esaminare se le dieci serie seguenti siano convergenti o diver- 
genti: 

1 1 1 


1. 


■ + 


+ ■ 


x(x + a) (x + 2a) (x + 3 a) (x + 4 a) (x óa) 


+ ... 


Fi r- 7 7T® 


9.r' 


Z b -TTT -f»"77r + •• • 4 » 

2 5 10 1 < n 2 

m+p in + 2p t m + 3p 

i t 4* » • • 


1 


+ 1 


a a“ a J 

4. (a+l) 2 + (a+2) 2 a:+(fl+3) J J i + ... 

5. I 2 + 2*# + 3 2 j-*+ ... 

1 1 I 


1 

s 4- 


s> 


,+ 


+ 


1 + n /2 1 + x /3 ' 1 + n /4 


4- 


8 . 


+ 


1 + x* 1 + a: 4 1 + a - 

1111 

4“ TT5 + TU 4* ^ 


; 4 ... 


IP 1 3 P '5 P "P 

9. 1“ + 2" ; r + 3 B a 2 + .. 


10. 


a m x 

(a+bf + (a + Uf + (o + 3 b) p 


+ 


11. Supponiamo che nella serie w 0 + k, + w» + u 3 + ... ciascun 
termine sia minore del precedente; allora mostrare che questa se- 
rie e la serie D 0 + 2i/ l + 2 2 ìf 3 +2 3 if I -(-2 , D l3 -(-... sono entrambe con- 
vergenti o entrambe divergenti. 

I 2 3 

12. Mostrare che la serie 1 4- ^ 4- 4- -rr -+- . . . è convergente 

i i) /{ H /j rt ‘ w 

se tr b maggiore di 2, e divergente se n i** minore di 2 o eguale a 2. 
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Vili. FRAZIONI CONTINUE. 

b 

102. Ogni espressione della torma a=fc 


ci 


e±etc. 


si chiama una 


frazione continua. 

Limiteremo la nostra attenzione alle frazioni continue della for- 


ma a-i , in cui a, li , c, ... sono tutti interi positivi. 

b -j - — 

c + etc. 

1 1 

Per brevità la fraziono continuasi scrive talvolta cosi : «r-; — 

b r c+etc. 

Quando il numero dei termini a,b,c,... è finito, la frazione con- 
tinua si dice essere terminata; una tale fraziono continua si può ri- 
durre ad una frazione ordinaria effettuando le operazioni indicate. 


103. Convertire una data frazione in frazione continua. 

1)1 ... 

Sia — la frazione data; si divida m por n, sia a il quoziente e p 
n 

m p 1 , ....... 

il resto; cosi — =o+ - -<H . In seguito si divida n per p, sia 

n u n 

P 

b il quoziente c q il resto; cosi - =b +•-= 6-1 . Similmente, 

1 p P P_ 

•1 

P r 1 . 

- = c + -=c- 1 , e cosi di seguilo. 

9 9 9 


Cosi 



I 

1 


c-f etc. 


Se m è minore di n, il primo quoziente a è zero. 

Vediamo quindi clic per convertire una frazione data in frazione 
continua, dobbiamo procedere come per trovare la massima comune 
misura del numeratore e del denominatore; e dobbiamo perciò 
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I 


a hi 


giungere lilialmente ad un punto in cui il resto è zero c l’operazio- 
ne finisce: quindi ogni frazione si può convertire in una frazione 
continua terminala. 


104. Le frazioni formate prendendo uno, due, tre, ... dei quo- 
zienti della frazione continua a + — ! — si chiamano frazioni 

£>d- c-fetc. 

convergenti o convergenti. Così la prima convergente è a; la seconda 

convergente è formata da a-j--, essa è perciò — : laterzacon- 

b b 

i c 

vergente è formata da ad , cioè , da a d -, essa è perciò 

6+1 be " 

c 

abc-\-a + c 

— : ; — : e cosi di seguito. 

bc + 1 


105. Le convergenti prese in ordine sono alternativamente minori e 
maggiori della frazione continua. 

1 

La prima convergente a è troppo piccola poiché la parte 

1 ò+etc. 

è omessa; a-f - è troppo grande poicliè.il denominatoro b è troppo 

piccolo ; a q è troppo piccola poiché 6-f - è troppo grande ; 

it c 

b+- 

c 

e così di seguito. 


10G. Dimostrare la legge di formazione delle successive convergenti . 

, . a aid-1 aòcd-ad-c 

Le prime tre convergenti sono -7, , — : il numera- 

1 b fcc-f-1 

tore della terza è c(ab + l)+a, cioè, esso si può formare moltiplican- 
do il numeratore della seconda pel terzo quoziente, ed aggiungendo 
il numeratore della prima; il denominatore della terza convergente 
si può formare in simil modo moltiplicando il denominatore della 
seconda pel terzo quoziente, ed aggiungendo il denominatore della 
prima. Mostreremo ora per induzione che una tale legge vale ge- 
neralmente. 

P p' P" ■ , n ■ 

biano -, —, —, tre convergenti consecutive; m, in , in', 1 corri- 

q q q" 

spondenti quozienti; c supponiamo che 

p"^m"p' +p, q" — m"q' d q. 
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Sia m ' il quoziente seguente : allora la convergente seguente 

p" 

differisce da solamente nel prendere in considerazione il quo- 

<! I 

zientc addizionale ni'", siccliè dobbiamo scrivere m" invece 

m 


di 


i/i"; così la convergente seguente 



m"’(m"p'+p)+p' 

m"\m"q'+q)+q' 


m"'p"+p' 
m'"q" -\-q‘ 


Quindi se supponiamo 


p"' — m"'p" 4 p' 


e q' 


■ >n'"q" + q 1 , 


P P 

la convergente seguente a — sarà eguale a — , così la convergente 

p >" q q 

— si può formare con la stessa legge che fu supposta valere per 
p'' 

— ; ma la legge è stata dimostrala essere applicabile per la terza 

convergente, e quindi essa ò applicabile per ogni convergente se- 
guente. 

Abbiamo mostrato così che le convergenti successive si possono 
formare secondo una certa legge ; sin ora non abbiamo dimostrato 
che quando esse sono così formate ogni convergente è nei suoi mi- 
nimi termini, ma ciò si dimostrerà nell'Art. 108. 


107. La differenza fra due convergenti consecutive qualunque è una 
frazione di cui il numeratore è l’unità, ed il denominatore è il prodotto 
dei denominatori delle convergenti. 


Questo è chiaro rispetto alla prima ed alla seconda convergente, 

. . , ab + 1 a 1 

poiché = 

l> 1 b 


Supponiamo elio la legge valga per due convergenti consecutivo 

p p' 

cioè, supponiamo p'q —pq' = =; 1, sicché 

P' _ P _ ± J_ . 

q' q ‘ qq' ’ 

allora, p”q'-p'q"—(m"p'-\p)q’—p'(m"q' q) - pq'- qp'—~ I . 
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sicché 


p" J_ _ i_ 

q" q' *q"q'' 


cosi la legge vale por la convergente seguente. Quindi essa b vera 
generalmente. 


108. Tulle le convergenti sono nei loro minimi termini ■ 

P 

Infatti se il numeratore ed il denominatore di - avessoro unaco- 

9 

inune misura essa dividerebbe j/g — pq' o sia l’unità, il che ò im- 
possibile. 


109. Ogni convergente è più vicina alla frazione continua di ciascuna 
dcllf convergenti precedenti. 

Dimostreremo ciò facendo vedere che ogni convergente è più vi- 
cina alla frazione continua delia convergente precedente. 

a p' p" 

Siano -, —r. convergenti consecutive della frazione continua x] 

<11 9 

p" m' r p f ~t~ p p" 

allora^ = , . Ora ir differisce da — solamente nel prendere 

q" m"q + q q" 

1 

invece di m" il quoziente completo in" -j — -jp— — j — ; questo sarà una 
certa quantità maggiore dell’unità, che dinoteremo con p ; cosi 

„ V-p' + P . 

v-q’ i 'i ’ 


quindi 


p_ x= p ! ip'+p _ 'Apq'-p'<j) _ ■-'/ 

<j ' « t v-q'+q q('jq'+q) q^q'+qi’ 
p'_ V.p'+p p' _ pq'-p'q _ -I 
q' V-q' + q q' q'(, q' + q) 9 W + q> ' 


Ora 1 è minore di p e q è maggiore di q\ quindi per tutte e duo 
le ragioni la differenza tra re è minore della differenza tra .r e 

q 

cioè, — è più vicina ad x di - . 

7 9 9 


1 10. Determinare i limiti dell’errore commesso prendendo una con- 
vergente qualunque per la frazione continua. 
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il , u 

Per l’Articolo precedente la differenza tra x e - è -, , o 

9 <4(i Lq + q) 

1 t 1 

sia — — — ; questa è minore di — : c maggiore di . Poi- 

qU + l) ™ ^ qi(l+q) 

\ [A/ _ ) 

filò q' ò maggiore di q , l’errore a fortiori è minore di -emaggio- 

1 ... 9 
re di questi limiti sono più semplici di quelli dati prima, ben- 
ché naturalmente non cosi prossimi. 

IH. Affinché l’errore commesso sia minore di una data quantità 
-, dobbiamo perciò formare solamente le convergenti consecutive 

" p 

sino a che si giunga ad una -, tale che q ì non sia minore di k. 

9 

112. Ogni convergente è più vicina alla frazione continua di ogni 
(dira frazione che abbia un denominatore minore di quello della con- 
vergente. 

»’ f 

Sia — la convergente, ed - una frazione, tale che s sia minore 
9 . S P 

di q'. Sia x la frazione continua, e - la convergente che procede 

9 

v' P p' 

immediatamente—. Allora-, x, — sono in ordine di grandezza 
9 9 9 

crescente o decrescente per l’Art. 105. Ora- non può cadere Ira 

s 

P p' r p 

- c — : infatti allora la differenza tra - e - sarebbe minore della 
9 9 s 9 

1 )' 1 

differenza tra - e —r, cioè, minore di — e quindi la differenza tra 
9 9 s 99 

ps e qr sarebbe minore di —, cioè, un intero minore di una frazione 

9 , « ti' r r p }>' 

propria, il che è impossibile. Cosi o -, x, —r, -, o pure -, -, x, — - 

q q S s q q 

r 

debbono essere in ordine di grandezza, Nel primo caso - differisce 

P . p' s 

più da x di -, e quindi a fortiori piu di — . 

P p' 

113. Supponiamo -, — due convergenti consecutive di una fra- 

9 9 
Pp r 

zione continua x, allora — è maggiore o minore di x t secondo eh** 
99 
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P V 

- è maggiore o minore di Infatti, come nell’Art. 109 , abbiamo 
<1 Q 

[i-p'+p . .. 

jc — - — - ; quindi 

V-q+q 

P__ X JÌ__ p(M'+ <?) _ 

qx p' 9(iA]/ + l> j p'(M' + 9)‘ 

Si riducano le frazioni nel secondo membro allo stesso denomi- 
natore; allora il numeratore è pp'i’^q' + q) 2 - qq\p-p' +p) 2 , cioè, 
\i 2 (pp’q' i - qq'p' 2 Hpp'q 2 -qq'p 2 , Cioè, (V- 2 p'q'-pq)(pq'-p'q). 

Il fattore ]j ?p'q' -pq è necessariamente positivo; il fattore pq’—p'q 

• P P' 

è positivo o negativo, secondo che - è maggiore o minore di — ; 

p X(y pp r 

quindi è maggiore o minore di — , cioè, — , è maggiore o mi- 

P p 1 

li ore di a: 2 , secondo che - è maggiore o minore di 

q q 


ESEMPI I DI FRAZIONI CONTINUE. 

Convertire le quattro frazioni seguenti in frazioni continue: 

1380 0 445 19763 , 743 

1051 ‘ cl¥ * 3 ' 44126 ' l ' 6l7' 

5. Trovare tre frazioni convergenti a 3* 1416. 

6. Trovare una serie di frazioni convergenti al rapporto di 5 ore 
48 minuti 51 secondi a 24 ore. 

1) ?) lì * 

7. Se — , — , — sono tre convergenti consecutive, mostrare che 

q, q * q 3 

(P 3 -Pi)(?2 = (93-9i)Pr 

8. Dimostrare che i numeratori di due convergenti consecutive 
qualunque non hanno alcuna comune misura maggiore dell’unità; 
e similmente per i denominatori. 

9. Se — , — sono convergenti successive di una frazione 

q, q-i <7i 

- continua maggiore dell’unità, mostrare che p„q n _ t — P„_i<7 n = (" _ *)"• 
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IO. Mostrare che la differenza tra la prima convergonle e la « m * 
convergente-è numericamente eguale ad 

J 1_ _l_ , (-!>" 

<Jt ( h <7i Qs 7* 

1 1. Mostrare clic fe?- I Vi -*£=!) = (?£*- lVl -ÌS=* ) 

> Pii ' ^ Vft-i.i* *1 ii ' ^ 

12. Se è l’n mo quoziente in una frazione continua maggiore 

dell’unità, mostrare che -/>„_*<?„ = (- 1)" _, ÌV 

13. Se ^2=5 sono convergenti successive della fra- 

<711-4 '/«-* '/» 

3 3 

zione continua -*■*■ — ...mostrare che 

7., + a 4 + 7., -+- 

l’n — t'/iPn—S ’ — i "1" ì'h'Iii- 2 1 

e quindi che 

O P 

14. Se — dinota rn ma convergente della frazione — , ed /( dinota 

Qn " 0 

1’ n mo resto che s’incontra nel procedimento per convertire la fra- 
P 

zione — in frazione continua, mostrare che 
(7 

7 J — Pn^n-i 3" Pn — i 77,i * 0 — Q n ^n-i 9«-l 

P li 

1 a. Mostrare che la differenza tra — e — è — n . 

Q 9 « Qln 

16. Nel convertire una frazione ridotta a minimi termini in una 
frazione continua, mostrare che due resti consecutivi qualunque 
non hanno alcuna comune misura maggiore dell’ unità. 

IX. RIDUZIONE DI UN RADICALE QUADRATICO 
IN UNA FRAZIONE CONTINUA. 

114. Un radicale quadratico non si può ridurre ad una frazione 
continua terminala, poiché il radicale sarebbe allora eguale ad una 
frazione razionale, cioè, sarebbe commensurabife; vedremo, però, 
.che un radicale quadratico si può ridurre ad una frazione continua 

44 
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RIDUZIONE DI UN RADICALE QUADRATICO 


che non ?• terminata: daremo prima # un esempio, e poi la teoria ge- 
nerale. Si prenda la radice quadrata di 6; 


V(6) = 2-f \/(C) — 2 = 2 + 


V(G)+* 


:=2 + 


V(C)+2 ’ 


y ’( 6)+2 , y '( 6)-2 1 ^ 1 

•2 * 2 yf(6)+2 + V(6j+2 ’ 


1 + 1 V( fi )+2 ' V( fi )+ 2 


le operazioni ora ritornano ad essere le stesse - , cosi abbiamo 


V(6) = 2q- 


1 _1_ 

2 + r+ 


j i_ 

2 + 4 + etc. 


Nel procedimento precedente l’espressione che si trova al principio 
di ciascuna linea è separata in due parti, la prima parte essendo il 
più grande intero contenuto neH’espressiene, e la seconda parte il 
resto; cosi il più grande intero in ^/(G) è 2, quindi scriviamo 


V(G) = 2 + }V(G)-2h 

ancora, il più grande intero in -V ( -^ ù 2, quindi scriviamo 




e cosi di seguito; si fa poi che il resto abbia il suo numeratore ra- 
zionale, e si esprime come una frazione con l’unità per numera- 
tore; allora incominciamo un'altra linea del procedimento. 

Possiamo notare nell’esempio che i quozienti incominciano a ri- 
correre appena giungiamo ad un quoziente che ò doppio del primo. 
Vedremo fra breve che accade sempre cosi. 


115. Sia N un intero qualunque che non è un quadrato esatto ; 
sia o il più grande intero contenuto in Jlf\ si scriva <JN nella for- 

\/W4° . . . 

ma -i per simmetria, e si proceda cosi: 
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\!(N) +- 0 , VW-q_ 


= a- 


a -> 


\I(N) + a 


, se r — A— «*; 


\'(-V) + « _ b y (A) 4- a - ré r 


\/(7V r ) + a' 

, , , Ar-a' 1 

se a =r& — a, ed r— ; 

r 

nW + «' x/W + «'-»•' 6' Lfi r" 

— — = b + 7 

se a" = r'i' — a' , ed r" — - — ~ ; 

V 

y/W + \/W + «"-r"i." ,__ 4 . 

7 — 0 > r « — etc. 

In questo procedimento supponiamo che b, b', b"... siano, come «, 
i piò grandi interi contenuti nelle espressioni da cui essi rispettiva- 
mente traggono origine; segue da ciò che r, r’, r", r"',... sono tutti 
positivi. Infatti a* è minore di N, quindi r è positivo, e 6 è il più 

grande intero in ^ ^ ( , sicché 6 è naturalmente minore di 

V(A) + g ; q u j n( jj a '2 £ minore di A’, e cosi »•' è positivo; e cosi di 
r 

seguito. Abbiamo notato questo fatto, poiché segue evidentemente 
dal procedimento; esso é, però, incluso nella proposizione dell’Ar- 
ticolo seguente. 


H6. Nelle espressioni che si trovano al principio delle linee 
nell’ Art. 115, abbiamo le seguenti serie di quantità: 


0 , a , a' , a" , a"' , etc (1), 

1 , r , r' , r" , r"' , etc (-2), 

e la serie corrispondente di quozienti é 

a , b , b' , b" , b"' , etc. (3). 


Mostreremo ora che i termini in (1) e (2) sono tutti interi posi- 
tivi; quelli in (3) si conosco che sono tali. 

Siano a , a' , a" tre termini consecutivi di (1); p , p'-, p" i ter- 
mini corrispondenti di (2); p , quelli di (3). Le convergenti 

corrispondenti di J(N) siano - , sicché queste 

q q q q ? q +q 
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convergenti si possono formare tutte nel modo solito, poiché tutt’ i 
termini in (3) sono interi positivi. 

Poiché il quoziente completo corrispondente a p + a , 

. p' 

abbiamo, per l’Art. 109, 


\HN) + a" , . 

, iN) = _£_ l '__ U'(iV) + a "\p’ + ?"p 

V #) + «’,, U/(ilT) + a"|9' + pV 

— <7 + V 


Si moltiplichi, e poi si eguaglino le parti razionali e le parti ir- 
razionali; cosi 

a V t p"y> = AV. a'V + p"iy 
quindi *"< - y/<y) ^ jq/ - qq’.Y, 


p''( pq' — !>'</) — q'*AT - ;/*. 


Ora yiq' — y/q — — 1, quindi a" e p" sono interi. E si è dimostrato 
ueU’Art. 113 che pq' —p'q , jip' — qq'N, e q^N—p * hanno lo stesso 
seguo; quindi a" e p" sono interi positivi. 

Questa investigazione si può applicare ad ogni coppia corrispon- 
dente di quantità in (1) c (2) eccetto alle prime due coppie; essa 
non si può applicare a queste perchè si suppone che due conver- 

P p' p" 

genti - e — precedano la convergente — . Ma le prime due coppie 

di quantità in (1) e (2), cioè 0 ed 1, ed a ed r, si conoscono essere 
interi positivi. Cosi tutte le quantità in (1) e (2) sono interi positivi. 


1 17. 11 più grande termine in (1) è a. Infatti pel modo di forma- 
zione della serie, pp' = A' — a' s ; poiché p e p' sono positivi, a'* è 
minore di A, e quindi a' non è maggiore di a. 


1 18. Nessun termine in (2) e (3) può essere maggiore di 2 a. In- 
fatti pel modo di formazione delle serie, a' + a" = p'£'; e poiché nè 
a' nè a" può essere maggiore di n, nè p' nè ji' può essere mag- 
giore di 2 a. 


119. Se 1 , allora a" = a. 

Infatti, per l'Art. 116, a"-| p" q u ' n< 'i ?c p”= 1 si ha 
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1/ V 

a" una frazione = — . Ora ~ è una maggiore approssimazione a 
\/N in paragone di a, ed a è minore di ^ N ; quindi — è maggiore 
di a; onde a" — a. 


120. So ogni termine in (i), escluso il primo, si sottrae da a, il 
resto è minore del termine corrispondente in (2). 

Infatti, per l’Art. 116, >x"q'+p"q=p quindi ~ = 4; ( — a )i 

p' </ p \ i/ / 

quindi — — a" è minore di f"; quindi a forliori, a — a" é mi- 
nore di p". 


Questa dimostrazione si applicherà solamente al terzo o ad ogni 
termine seguente, poiché nell’Art. 116 si è supposto che due ter- 
mini a , a' precedano a". 11 teorema, però, regge pel secondo ter- 
mine, come si vede immediatamente, poiché a — a, o zero, è mi- 
nore di r. 


121. Si è mostrato negli Art. 117 e 118 che i valori dei termini 
in (1) e (2) non possono eccedere a e 2a rispettivamente; quindi 
, gli stessi valori debbono ritornare nelle due serie simultaneamente, 
e non vi possono essere piti di 2a 4 termini in ciascuna serie prima 
elio ciò abbia luogo. 


122. Sia la serie (1) dinotata da 

a i i a t i u s i ••• a m- 1 ’ ®»i > a m+t ’ lL n- l > a n > a «+-l » ■•• 

e sia una simile notazione usata por (2) e (3). Abbiamo dimostrato 
che una ricorrenza deve aver luogo, supponiamo allora che i ter- 
mini dall’?M mu sino all’ ( h— l) m0 incUisivamenle ricorrano, sicché 



«« = 

u n, 

’ a H+t — 

a 

Wt+I 

> a n + 2 

~ ,l m t > • • • 


h n~ 

** 

> ^H+l “ 

b 

1 

> ^«4-2 

— ,J m+l > •” 


r » = 

1 in 

’ r il+i ~ 

V 

i/i+l 

’ r ;/-2 

” 1 IH 42 > • ■ • 

Mostreremo 

che 








a n - 1 

— a 

m-l > 11 n 

— i 

,=t 

m-l ’ 

'«-1 " ' m-l - 

Abbiamo 

'm-l 

1 in 


. r « 

r (l = IV 

ma 

r n = 

1 m 

, ed a n 

= 

n ni ’ 

quindi >' n _ t =r m . 
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Ancora, a m-t ~^ a m ~~ 1 i w n-« 1 a n — r n-ì ì 

quindi a n _ t - a m _, = - b m _ t ) ; 


rt.._ « — a * <• 

quindi ; = ii„_, — & jn _,=;a zero o ad un intero. 

r m-t 

Ma, per l’Art. 120, a — a m _ t è minore di r m _ { , ed a — a„_, è mi- 
nore di r„_,, sicché a — é minore di r m _, ; quindi a H _, — a m _, 

è minore di r m _, ; quindi n ,i nore ,ii 1 . • 

r m - 1 

Paragonando questo col risultato precedente , vediamo cho 

— 'inìzi deve essere zero; quindi a n _,=a m _,, e 
r m-ì 


' Adunque, conoscendo che Vm mo termine ricorre, possiamo con- 
chiudere che anche l’(m— l) mo termine ricorre. Questa dimostra- 
zione vale finché m non è minore di 3: poiché essa dipende dal teo- 
rema stabilito nell’Art. 120. Quindi i termini ricorrono incomin- 


ciando col quoziente completo 


\/(A) + « 

r 


123. L’ultimo quoziente sarà sempre 2a. 

Infatti sia l’ultimo quoziente completo * ' ‘ " , allora il se- 

guente è — — - ; quindi a u \- a—r n b n , r n r — N—a l \ ma r=A r — a 2 ; 

quindi r B = l; quindi, per l’Art. 119, a„=a; quindi b n — 2a. 


124. Ogni frazione continua periodica è eguale ad una delle radici 
di un' equazione quadratica con coefficienti razionali. 


Sia 

i i i i 

j 1 — a + , 

b + ... h + k + y 


I ili 

in cui 

</ = »’ + 

j-t- ... m + v + y 


sicché a, b, .,. h, k sono i quozienti che non ricorrono, ed r,s,...u t v 
sono quelli che ricorrono perpetuamente. 

p' • i • 

Sia — la convergente formata dai quozienti a, b, ... sino a k ìn- 

Q p 

elusivamente: e sia - la convergente che precede immediatamente 
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— ; allora, come nell’ Art. 109, 
9 


x — 


p'y-t i> 
q'y + q { 


(i). 




Sia— 7 la convergente formata dai quozienti r, s, ... sino a v in- 

Q p 

elusivamente; e sia - la convergente che precede immediatamente 

p' Q 

— ; allora 

0 ( 2 ). 

Q'y+(J w 

Da (1) e (2) eliminando y otteniamo un'equazione quadratica in 
.r con coefficienti razionali. Per ottenere x dobbiamo risolvere que- 
sta equazione: o pure possiamo prendere il valore positivo di y tro- 
vato da (2), cioè, da Q'y 2 -j- (Q — P') ij — P — 0, e sostituirlo in (1). 


125. Si può notare il teorema seguente sulle frazioni continue. 

Sia ... \ —, lo sviluppo di una frazione propria 

p b + c q- in +- in' q- in" r 1 * 

— ; e sia la corrispondente serie di convergenti 


1 


p p' p" P 


b' cb + 1 * q' ’ q" ’ Q 


allora lo sviluppo di - sarà 
1 1 


1 


1 1 


ni" + m' + m+ c q- b ’ 

cioè, si troveranno gli stessi quozienti ma in ordine inverso. 

n" 1 

Infatti Q==.m"q"+q', quindi — - = ; 

III" + —77 


q" = m' q' + q , quindi — = 


1 


e cosi di seguito. 


1 


1 


. q t 

Quindi — == — — , ... , - 

Q m + ni q- in q- e q- b 


9 . , q 

- ’H q ; 

9 


1 1 
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120. 11 teorema precedente fornirà un’aggiunta ai risultati otte- 
nuti in questo Capitolo. 

n p 1 p 1 

Siano — e —, due convergenti successive di JN, tali che — ; 

9 9 ‘ 9 

sia l’ ultima convergente formata prima che i quozienti ricorrono ; 

quindi per gli Art. HG e 123, p'=aq' + q. 

W — aq' p' 

Ora lo sviluppo di - — , cioè di — -. — a, sarà con la notazione 

9 9 

dell’ Art. 122 

1 1 1 1 1_ J_ 

l, ì+ è 3 + l > t - (- è«_j+ ^«-2+ b n _ | 

o l’ ultima convergente sarà - — — - . Ma abbiamo or ora veduto che 

q—p'-aq'. Quindi per l’Art. 125 

&„_! = &«’ b„-2 — b 3 , b n _. i = b i ,... 

127. Vi è anche una ricorrenza degli stessi termini in ordine in- 
verso rispetto alla secónda ed alla terza. serie degli Art. 116 e 122, 
simile a quella che è stata ora dimostrata rispetto alla prima serie. 

Abbiamo generalmente 

= 0'. a m-i a m ~ ,- i» - 1 (2)- 

Si pongano in (1) per m successivamente i valori 2 ed n; cosi 
r , r 2 - N— « 2 S - = ^-a„ 2 ; 

sappiamo che a t = a n poiché ciascuno — a, e che r,— r„ poiché cia- 
scuno = 1: quindi r 2 = r„_, . 

Si pongano in (2) per ni successivamente i valori 3 ed n; così 

a ì b è 2 , a fl _i +«„= >' n _| è n _,; 
sappiamo che a 2 =a n , che 7y=r„_,, e che : quindi « 3 =a (1 _ , . 

Ancora, si pongano in (1) per ni successivamente i valori 3 ed 
7i— 1: da ciò otteniamo ^—r n _ t . Si pongano in (2) per ni succes- 
sivamente i valori 1 ed » — 1 : da ciò otteniamo a 4 —a n _ t . E così di 
seguito. 
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128. 11 teorema seguente relativo alle frazioni continue fu comu- 
nicato al presente scrittore da M. r Rickard di Birmingham. 11 teo- 
rema fornirà convergenti elevate della radice quadrata di un nu- 
mero con poca fatica. 

Sia N un intero positivo che non è un quadrato esatto, e si sup- 
pongano fonnate le convergenti di \IN nel solito modo; sia c il nu- 
mero dei quozienti ricorrenti in un completo ciclo, o pure un mul- 
tiplo qualunque di quel numero; sia — - la c" 111 convergente e — la 

7r Ite 

(2c) ma convergente', allora sarà 

Ptc __ * {Pc_ , X, lr \ 

'he 2v/ c p e / 

Sia a il più grande intero in ylN, ed i quozienti ottenuti conver- 
tendo \J A' in una frazione continua nel solito modo siano dino. 
tati con 

à|, àj, àj, b cì à c+ |, à c+ j, ... b jj, io 

Allora dagli Art. 122, 123 abbiamo 


inoltre 


b t — b e+ì , b 3 — b c+ j , Ì>4 — à c+l . 

6 i=«. 6 c 4 -i- 2 a 


(1) ; 

( 2 ) . 


p « ■ 

Siano — e le convergenti immediatamente precedente e 
9c-i 7c+i 

seguente di ?£ : allora ^ . 

n ‘ n /i . n 4- n 


le 


7c+« "c+,7e-*~ 7 c -i 


Ora JN differisce da ^±1 in questo; invece di usare il quoziente 
7c+i 

b c+ì dobbiamo usare il corrispondente quoziente completo, che è 
a + \/.V, per l’Art. 123. 

Quindi \/A= 


(a+ y'AlPc + Pc, . 
(a 4- V Ar )7c+7c-i ’ 


si moltiplichi, e si eguaglino le parti razionali e le parti irrazio- 
nali; cosi 

n Pc + l , c-ì-‘ X, lr’ af lc l-lc-t "Ve ( 3 )- 

lr> 
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Àncora, differisce da in questo; invece di usare il quo- 

»CM I 1 , 

ziente 1> C4 . , dobbiamo usacela frazione continua i>- 4 -. ■ 

+ ‘ ‘ W"’ ’ 

e questa frazione continua per (1) e (2) è eguale ad a-f 6,-f-L 
cioè, essa è eguale ad a+— . 

?c 

Quindi 


1 


PìC = 

(a+^)p c + p c _ t 

, , Po* 

a Pc + Pc . , + — 
_ ?o 

c 

( a+ v) 9c + 9c -' 

a( lc + <7c_, + Pc 


•V?o + ^ 
Qc 

Wpc. 



2 p e ’ Per (3) ’ 

1 

*>S>I 

f\ 

h y;)- 


Possiamo dare un interessante illustrazione geometrica del teo- 
rema. Se iV dinota l’area di un rettangolo e si prende — per uno 

dei lati, 1 altro lato è —— . Cosi è eguale alla semisomma dei 
Pc, <?•> C 

lati di questo rettangolo. Dinotino h c k i lati di un rettangolo; al- 

lora se ^(h+k) dinota un lato di un altro rettangolo della stessa 
2 hi' 

area l’ altro lato sarà—— ; la differenza di questi due lati sarà 
(h — k)* n -j- k 

2 (/, + k) ’ la qUaIe è minore d > h-k. Ora nel cercare JN noi nel 

fatto desideriamo il lato di un quadrato di cui l’area ò A r ; ed il pre- 
sente teorema si può considerare come dando una serie di rettan- 
goli, in cui un lato di ciascun rettangolo è la semisomma dei lati 
del rettangolo precedente; sicché ciascun rettangolo è più prossi- 
mamente equilatero in paragone del rettangolo precedente: ed i 
rettangoli tendono alla forma di un quadrato. Questa illustrazione 
é stata suggerita da uno scritto intitolato The Reclangular Thcorcm 
di Henry Brook. 

Supponiamo per un esempio che a* + 1; allora i quozienti 
sono a, un, 2a, 2a, ..., cioè, il ciclo dei quozienti ricorrenti si ri- 
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duce al solo quoziente 2 a. In questo caso quindi c può essere un 
numero intero qualunque. 

Supponiamo per un altro esempio che A r =a* — 1; allora i quo- 
zienti sono a— 1 , 1, 2 (a — 1), 1 , 2 (a — 1), ...; cosi il ciclo dei quo- 
zienti ricorrenti consiste dei due quozienti 1 e 2 (« — !). Cosi nel 
teorema precedente c può essere un numero intero pari qualunque. 
In questo caso però il teorema sarà anche vero se c è un numero 
dispari qualunque, come ora mostreremo. 

Supponiamo c un numero intero dispari qualunque. Poiché 
il (c + l) mo quoziente è l’unità abbiamo 

JV +t -Pc+J’c-,. <7r + «=?c + ?c_, (4). 

E, nello stesso modo come si dimostrarono le equazioni (3), ab- 
biamo 

(a- i)p e+t + p e - Nq c+V (a-l)q ei . ì + qc=Pc+f- (ò). 


Ora — differisce da in questo; in vece di usare il quoziente 
Vie 9c+i 

1 1 

r;e 


l’unità dobbiamo usare la frazione continua 1 4 


2(a— 1) + I 1 


questa frazione continua 6 eguale ad 


per la seconda delle equazioni (5). 


1 


- 1 ) 

Ve t-i 


-, cioè, a 

Ve 


Qc-i-i . Qc~ t-i , 

Ve — + Pc- l Pc— tL + Pc+ 1 “ Pe 

Cosi — = — — — = ■■■'■■—, per (4). 

Vie Qc+i "h Vc-i ^Sc+i Ve 

Dalle equazioni (5) poiché N— a i — 1, si può dedurre che 


Pc + 1 — 


(a - 1 )p e + Nq c 
2(o-i) ’ 


Ve+i — ' 


( o-l) qt+Pc 

2(o-l) 


• P'if' 1 

Si sostituiscano questi valori nell’ ultima espressione per — e«l 

Vie 


otteniamo 


v j p * r 
A Ve b — 

Pie Ve 


Vip 


’Pe 
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ESEMPI I DI FRAZIONI CONTINUE DA RADICALI 
QUADRATICI. 

Esprimere come frazioni continue i quattordici radicali seguenti, 
e trovare per ciascuno le prime quattro convergenti: 

1. 2. V(10)- 3. 4. V(17). 

5. V( 19). 6- V(' 26 )- 7 - VC 27 )- 8 - V(^)- 

9. V(53). 10. yj(i 01). il. V(“*+l)- 

12. V(a 2 -1). 13. V(« J + “)- 14. 

lo. Trovare 1’ 8“ convergente di ^/(13). 

16. Trovare l’8 a convergente di 

17. Mostrare che la 9 a convergente di ^/(33) darà il vero valore 
sino almeno a sei cifre decimali. 

18. Trovare i limiti dell’errore quando si prende per \/(23). 

4 -l 

916 

19. Mostrare che — — differisce da \/(23) per una quantità mi- 

fl0re dÌ ò^ emaggÌOredÌ 2(2W- 

1 151 

20. Trovare limiti dell'errore quando ----- si prende per \/{23). 

21. Trovare limiti dell’errore quando l’8 a convergente si prende 
per \/(31). 

■ 1 1 1 m- 

23. Mostrare che 

liti 


22. Mostrare che l -|- 


("+Ì 


b + « -(- b -f a -J- 
21. Mostrare che 

1 1 1 


3-t-2+3 + 2 + 

VJL_L_L_L 

" )\b + a + b + a + ) b 


2 a + - 


I 


e -p la + a + la + 


2 V '(I + «*)', 
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mostrare che la seconda convergente differisce dal vero valore pel- 
uria quantità minore di 1 :a(-la*+ 1); e quindi facendo a— 7, mo- 

yg 1 

strare che — differisce da y/2 per una quantità minore di 

25. Mostrare che la 3 a convergente a \'(a 2 + a + 1) b - (2a + 1). 

2G. Trovare convergenti di - mostrare che — eccede il vero 
valore per una quantità minoro di _ ■ . 


27. Trovare la G a convergente di 


28. Trovare la 6 a convergente della radico positiva di 

2x* — 3x — 6 = 0. 

29. Trovare la 6 a convergente di ciascuna radice di 

x 2 -5j?+3 = 0. 

30. Trovare la 7 a convergente della più grande radice di 

2# ! — 7x + 4 = 0. 


31 . Trovare la 5 a convergente di y 

1 1 

32. Trovare il valore di 1 +r—rirT - " 

2 + ~ t 

.1111 

33. Trovare il valore di - — jr— 7-5— ••• 

I + 4 T l + «-T 

111111 

34. Trovare il valore di 1 + ^ 3^ T + 2 + 3 + 1 + ' 

111111 

35. Trovare il valore di — óZf T+ 3 + 2 + T+ 

111111 

36. Trovare il valore di 2+7— x~t :r— 7TT ZT T - ZT 

1+3+5+1+s+1t 
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X. FRAZIONI PARZIALI E COEFFICIENTI INDETERMINATI. 


129. Una frazione algebrica si può alle volte scomporre nella som- 
ma di due o più frazioni più semplici; per esempio, 


2# — 3 _ 1 1 

x* — 3 x -f 2 x — 1 x — 2 


La teoria generale della scomposizione di una frazione in frazioni 
più semplici, chiamate frazioni parziali, è data nei trattati sulla 
Teoria dello Equazioni e sul Calcolo Integrale. Considereremo qui 
un caso semplice. 


130. Sia 


x* -f- bx 4- c 


una frazione , il denominatore 


(x-a)(x— Q)(x-f) 
della quale è composto di tre fattori diversi del primo grado ri- 
spetto ad x , ed il numeratore ò di un grado non superiore al secon- 
do rispetto ad x\ questa frazione si può decomporre in tre frazioni 
semplici, che hanno per loro denominatori rispettivamente i fattori 
del denominatore della frazione proposta, e por loro numeratori al- 
cuno quantità indipendenti da x. Per dimostrare ciò, supponiamo 


(x—a)(x — fi)(x—y) x—a x— $ x — v’ 

in cui .4, lì, C sono per ora indeterminate; dobbiamo allora mo- 
strare che possono trovarsi tali valori costanti per A, lì e C , da ren- 
dere l’equazione precedente un’ identità, cioè, vera qualunque sia il 
valore di x. Si moltiplichi per (x — d){x — p)(.z — f)\ allora tutto ciò 
che si richiede si è che la seguente sia un’ identità, 

ax ì +bx J tc=A(x—$)(x—'')+It(x—a.)(x—'')+C(x~a.)(x-$) : 

ciò avrà luogo se ordiniamo i termini nel secondo membro secondo 
le potenze di x, ed eguagliamo il coellicicnte di ciascuna potenza al 
coefficiente corrispondente nel primo membro; otterremo cosi tre 
equazioni semplici per determinare A, lì c. C. 


131. Il metodo dell’Articolo precedente si può applicare ad ogni 
frazione, il denominatore della quale è il prodotto ili fattori sem- 
plici diversi ed il numeratore di grado inferiore al denominatore. 
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L’Articolo precedente però non è del tutto soddisfacente, poiché 
non mostriamo che le equazioni finali che si ottengono sono indi- 
pendenti e di accordo Ira loro. Ma siccome dovremo solamente ap- 
plicare il metodo ad esempii semplici, in cui i risultati si possono 
facilmente verificare, non c’intratterremo maggiormente sull’argo- 
mento, ma rimandiamo lo studente alla Teoria dell' Equazioni ed al 
Calcolo Integrale. 

<2x— 3 

132. Supponiamo che si debba sviluppare - ■ ■ — — — inunase- 

tf* — ox + 2 

rie procedente secondo lo potenze ascendenti di x ; vi sono varii 
metodi che si possono adottare. Possiamo procedere con l’ordinaria 
divisione algebrica, scrivendo il divisore nell'ordine 2 — 3x-f x i ed 
il dividendo iiell’ordine — 3 + 2 j. 0 pure possiamo sviluppare 

1 

scrivendolo nella forma (x 2 ~3x+2) e trovando i coef- 

x 2 -3x-|-2 

ficienti delle potenze successive di x col teorema del polinomio', 
dobbiamo quindi moltiplicare il risultato per c !x — 3. fi però più 
conveniente di decomporre la fraziono in frazioni parziali e poi di 
sviluppare ciascuna di esse. Così 


2x - 3 


1 1 
• 


x 2 — 3js + 2 x — 1 x — 2 1 — x 2 — x ’ 


1 — x 


= — (1 — = — 1 -fx+.r 2 + .r s -f ... + ar w -b... 


1 1 / 1 1 I x x 2 x 3 x n ) 

2^ = "jV2/ = ~ 2r + 2 + 2 2 + ‘2"* + ‘" + 2 s '")‘ 


2x — 3 


Quindi la serie richiesta per — — — ha per suo termine ge- 

X~ oX v 

nerale 


133. Senza sviluppare attualmente un’espressione come la pre- 
cedente possiamo mostrare che i coefficienti successivi saranno le- 
gati da una certa relazione; prima di dimostrare ciò sarà necessario 
rii stabilire una proprietà generale delle serie. 


134. Se la serie o 0 -f «, + ... é sempre eguale a 

zero qualunque sia il valore di x, ciascuno dei coefficienti « 0 , 
a t , a, ... deve essere separatamente eguale a zero. Infatti poiché la 
serie deve essere zero qualunque sia il valore di x, possiamo porro- 
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■E— 0; così la serie si riiluce ad a Q , che deve perciò esso stesso.essere 
zero. Quindi togliendo questo termine abbiamo ... 

sempre zero; si divida per x, allora a,-f-a 2 a; + o 3 J*+... è sempre 
zero. Quindi, come sopra, conchiudiamo clic «,=0. Procedendo in 
questo modo, il teorema è stabilito. 

Se le serie fl 0 +a,fl? + a 1 x* + a J i 3 + ... 
ed A 0 + -Y A^-y ... 

sono sempre eguali qualunque sia il valore di x, allora 


tt o~ jl o + ( a |-- 4 i) a, + ( a *-^t) ;r *+ ••• 
è sempre zero qualunque sia il valore di a-; quindi conchiudiamo che 

a o~ A o~^< (1, — Af— 0, «j,— /1 2 =0, ... : 

cioè, i coefficienti delle potenze simili di x nelle due serie sono 
eguali. 

11 teorema qui dato è talvolta indicato come il Principio dei coef- 
ficienti indeterminati ; noi assumemmo la sua verità negli Art. 72, 
77, ed 84. 

135. La dimostrazione dell’Articolo precedente è quella che or- 
dinariamente si dà nelle opere elementari sull’Algebra; vi è però in 
essa mia difficoltà che richiede esame. 

Ci limitiamo al teorema die se la serie a 0 + a,a: + a t a: 2 + ... è 
sempre eguale a zero, ciascun coefficiente deve essere eguale a zero; 
il teorema nell’ultima parte dell’Articolo segue da questo. 

Quando diciamo che la serie è sempre eguale a zero intendiamo 
che essa è eguale a zero per tutti quei valori di x che rendono la 
serie convergente ; poiché naturalmente una serie divergente non si 
può dire che svanisce. 

Nella dimostrazione noi mostriamo che a,a:-l-a 2 ^* + a s a^-|- ’. 

è sempre zèro; Cioè a-S, è sempre zero, in cui 5, fa le veci di 
a, -f- a t x + aj.r* -p . . . Quindi se x non è zero S, deve essere zero; ma 
se a 1 è zero xS t svanisce qualunque valore finito abbia 5,: così in 
Tatti non dobbiamo assumere che .S’, è zero quando x è zero, e così 
il risultato a, = 0 non è rigorosamente dimostrato. Questa è la dif- 
ficoltà che dobbiamo esaminare. 
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Abbiamo S , —a f- xS t in coi S i sta per a t -\-a ì p+ a t r* -j- ... ; e ben. 
clié non siamo giustificati nel dire che .S, è zero quando x è zero, 
nondimeno possiamo diro che S t é zero comunque piccolo sia x. 
Poiché la serie primitiva si suppone convergente S 2 è anche una 
serio convergente, e perciò essa non crescerà al di là di un certo 
valore fisso quando x si fa piccolo abbastanza; e quindi facendo x 
sufficientemente piccolo xS t si può rendere tanto piccola quanto ci 
piace: quindi a, deve essere zero, poiché se a, non fosse zero non 
potremmo avere S, zero comunque piccolo fosse x. 

Cosi il risultato a,=U segue rigorosamente se .S’j è convergente 
quando x si fa tanto piccolo quanto ci piace. In simil modo il ri- 
sultato aj = 0. segue rigorosamente se S s è convergente quando x si 
fa tanto piccolo quanto si piace, in cui S 3 sta per 
E così di seguito. 

Poiché la serie primitiva si suppone essere convergente le serie 
S t , S 3 , ... sono convergenti, quando x si fa tanto piccolo quanto ci 
piace; c cosi il teorema dell’Articolo precedente è vero. 


136. Supponiamo che la serie u 0 -fu,£ (-«^**-{-« 5 ^ -j- ... rappre- 
a + bx 

senti lo sviluppo di ;; allora 

1 —px—qx 2 

a 1- 6x=(l —pc — qx ì )(ii Q -f- u^+Mj-r 4 + ly 3 


Se n ò maggiore di 1, il coefficiente di x n nel secondo membro è 
u n — qtt n _ t \ quindi poiché non vi è alcuna potenza di x su- 

periore alia prima nel primomembro, dobbiamo avere per l'Art. 134, 
per ogni valore di n maggiore di 1, 


E paragonando i primi ed i secondi termini nei due membri, 
abbiamo 


v o — a ’ u ì~l lu d = 6 i 


le due ultime equazioni determinano u 0 ed ed allora l’equazione 
precedente determinerà v t , « 4 , v t , ... facendo successivamente 
n = 3,4,... 


40 
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ESEMPI I DI FRAZIONI PARZIALI E DI COEFFICIENTI 
INDETERMINATI. 


Sviluppare ciascuna delle setto seguenti espressioni secondo le 
potenze ascendenti di x, e dare il termine generale : 

1 1 o 5 ~ 10j ^ 3g-2 

3 — 2 r 2 — x — 3x*’" ’ (g— l)(g— 2)(g— 3) 

x . I 5 + 6ji _ 1 + 4.r -J- x* 

(1 — j?)( 1 — px) 1— 2j + a- 2 ’ * (1 — 3x)*" (1— x) 1 

Sviluppare ciascuna delle cinque seguenti espressioni secondo 
le potenze ascendenti di x sino al quinto termine, e scrivere la re- 
lazione che lega i coefficienti dei termini consecutivi: 

1 1 1 — x* 

8 . . 9 . . 10 . . 

\-x + j* 1 - ix + 3x* 2 - 2x - x 2 


11. (I* -f- <LT -f X* 1 — pi-\- PX* — X 3 

13. 1 Sommare le serie seguenti di n termini separando ciascun 
termine in frazioni parziali: 

x ai a 3 x 

( 1 + x)(l + or) (1 -f a.r)(l 4- a*i) (1 4 a 4 g)(l -f a 3 x ) 

14. Sommare in simil modo le serie seguenti di n termini: 
x( 1 — ai) ar( 1 — a 3 x) 

(1 -)-x) (1 +ar)(l + o*j!) 1 (1 + a.r)(l + a 2 x) (1 + a 3 x) Jr 


15. Determinare a, b, c, d, c, in modo che l’n m0 termine nello 


• o + bx + ex * -f di 3 4- ex* 

sviluppo di — 

(1— x)° 

1 

16. Mostrare come decomporre ■ 


xP 


/ w , w — : — infrazioni 

(g — a) (x — b) (x — c). . . 

parziali, supponendo che n sia il numero dei fattori nel denomina- 
tore, e che p sia un intero minore di n. 


Se p è minore di n, mostrare che 

a?-' , fcP-' C P-* 

(a — b)(a — c)... (b — a\(b-~ e)... (e — o)(e — b)... "" 
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XI. SERIE RICORRENTI. 

137. Una serie si chiama una serie ricorrente, quando a partire 
da un certo termine in poi ciascun termine è eguale alla somma di 
un numero fisso dei termini precedenti moltiplicati rispettivamente 
per alcune costanti. Per costanti intendiamo qui quantità che restano 
invariate qualunque termine della serie si consideri. 

138. Una progressione geometrica è un esempio semplice di una 
serie ricorrente; poiché nella serie a + ar + ar*-t-ar 3 + ... ciascun 
termine dopo del primo è r volte il termine precedente. Se u 71 _, ed 
u n dinotano rispettivamente l’(n— t) mo termine o l’n mo termine, 
allora tt n — ru H _ t =0; la somma dei coefficienti di u n e di u n _, con 
i loro proprii segni, cioè, 1 — r, si chiama la scala di relazione. 

Ancora, nella serie 2 -f- + 14n l + 46^+ 152 t 1 + - la legge che 

lega i termini consecutivi è w„ — 3xu n _ l — a ,i i<„_ s =0; questa legge 
vale per valori di n maggiori di 1, sicché ogni termine dopo del se- 
condo si può ottenere dai due termini immediatamente precedenti. 
La scala di relazione è 1 — 'ix — x 2 . 

139. Trovare la somma di n termini di una serie ricorrente. 

Sia la serie n 0 + +- « jT® + . . . , e sia la scala di relazione 

1 — px—qx i , sicché per ogni valore di n maggiore dell’unità 
u n —pu n _ t -r-qu n _2=0. Dinotiamo i primi n termini della serie con 
S, allora 

S=« 0 4-w,oj -fi' 2 r 2 s" -1 , 

pxS = M 0 jKF+u,px* }-u ì px :i +. . .-> r u n ^px ,l ~ i +u n _ t px n , 

qx*S= u 0 qx ì +u l qx*+.,.\-u n _. :i qx n - t +u u _ 1 qx n +u n _ t qx''- T '-, 

quindi 

S~pxS—q3?S=u 0 +u r x- u u px - u n _ ì }ix n —u n _ 1 qc n -u ll _ ì qx n ~ ri , 

poiché tutti gli altri termini nel secondo membro spariscono in virtù 
della relazione che ha luogo fra tre termini consecutivi qualunque 
della data serie: quindi 

s __ “o pu„-i + [ 

1 -px— qx* 
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Se il termine .r" jpu B _,+ 7 ii n _ l +<ji.rM B _ 1 J decresce senza limite al 
crescere di n senza limite, possiamo dire che la somma di un nu- 
mero infinito di termini della serie ricorrente è 


»0+- f (»l"jW 0 ) 

1 — px — qx* 

È chiaro, che se questa espressione si sviluppa in una serie se- 
condo le potenze di x, riavremo la data serie ricorrente. (Si vegga 
l'Art. 136). 

140. Se la serie ricorrente è u 0 + u W tt »+ u 3 +- , *> e la scala di re- 
lazione 1 —p—q, dobbiamo solamente fare x=\ nei risultati dell’Ar- 
ticolo precedente, per trovare la somma di n termini, o di un nu- 
mero infinito di termini. 

111. Quando 1 —px — qx- si può decomporre in due fattori reali 

del pruno grado in x, l espressione — si può decom- 

1 — px — qx‘ 

porre in frazioni parziali, ciascuna avendo per suo denominatore 
un’espressione che contiene solamente la prima potenza di x: si 
vegga l’Art. 130. In questo caso, siccome ciascuna frazione parziale 
si può sviluppare in una progressione geometrica, possiamo otte- 
nere un’espressione per il termine generale della serie ricorrente. 
Abbiamo cosi ancora un altro metodo per ottenere la somma di » 
termini, poiché la somma di n termini di ciascuna delle progres- 
sioni geometriche è conosciuta. 


ESUMIMI DI SEKIE RICORRENTI. 


Trovare le espressioni dalle quali le tre serie seguenti si possono 
derivare; risolvere le espressioni in frazioni parziali, e dare il ter- 
mine generale di ciascuna serie: 

1. 4+9tf+2U*+51r*+... 

2. l+ilx+89tf*+659rH-... 

3. l+3ir+14ir l +43;r s +.,. 

4. Trovare come deve essere piccolo x affinchè la serie nell’e- 
sempio 3 sia convergente. 

5. Trovare il termine generale della serie 3 + 11+32+84 + .., 
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fi. Sommare Iu serie seguente di n termini 
1 + 5+11+53-1-161+485+... 

7. Trovare il termine generale della serie 10+11 + 10+6+... e la 
somma all’infinito. 

8. Trovare l'espressione da cui la serie seguente si può derivare, 
ed ottenere il termine generate 

2-JT+2**- ìx 3 + 1 0.r*— 1 7 +»+ . . . 

XII. SOMMA DELLE SERIE. 

1 42. Daremo qui alcuni esempi diversi di somma delle serie. 
143. Trovare lasomma dellaserie l*+2*+3*-^...+n*. 

Supponiamo 

l i * + 2 ì + 3* + ... +n*=A + fin + Cn* + Dn 3 + En' + . . . , 

in cui .4, B, C, I), F. ... sono costanti per ora indeterminate. Si muti 
n in »i+ l; cosi 

11+21+3*+... + n * + ( n + 1 )* = .4 f B(n+ 1) 

+ C(n + 1)* +0 (n + 1) 3 + E (n + !)*+.;. 

Con la sottrazione, 

71 * + 2m + 1 = B + C (2 7i + 1 )+ I> (3ti* + 37» + 1) 

+ £('l71 S + G7l*+l7l+ 1)+ ... 

Si eguaglino i coefficienti delle rispettive potenze di n; cosi E— 0, 
rd ogni altro termine dopo di E sarà =0; 

3/7=1; 3B +2/7 = 2; D + C + B = \\ 

1.1 1 

quindi V= -, C = g, « — g- 

O 4 

7i n- n 3 

Cosi 1 * + 2* + 3* + ... + ti* .4 + g + -^ + "g" • 

Per determinare A osserviamo che siccome questa equazione deve 
valere per tutt’i valori interi positivi di n, possiamo porro n = l; 
cosi A =0. Quindi la somma richiesta è 

i 7i(rt + 1) (2 « + 1). 

D 
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Lo stesso metodo si può applicare per trovare la somma dei cubi 
dei primi n numeri naturali, o pure la somma delle loro quarte po- 
tenze, e così di seguito. Si vegga anche l’Art. 1">4. 


141. Supponiamo che l’n mu termine di una serie sia 

\an+b\ }a(n4l)4 6 l ... {a(n+m— 1)-H*j, 

in cui m è un intero positivo fìsso, ed a e & sono costanti conosciu- 
te; allora la somma dei primi n termini di questa serie sarà 

jan+6 1 ) {a(n+l)-f &} ... ja(n-bm-l)4-ò| j«(n+m)+J>} 

(«14 1) a 

in cui C è una costante. 

Dinoti u n r« rao termine della serie proposta, S n la somma di n 
termini: allora dobbiamo dimostrare che 


_ an + b 

' * “'(« + !)• "+ 1 +C ' 

Supponiamo che la formola sia vera per un valore assegnato di 
n; si aggiunga l’(n 4- l) mo termine della serie ai due membri; 
allora 

a ri 4- b 


S n + u «+i ~ 


(m + l)a 


cioè, 




a(n 4 in -f 1)4 - b 
(m-f- 1) a 


‘/H-l 


i+i + M «+i “t- C : 

„ a(n+l) + 6 
C ~~ (m 4 I)o M;l+i 


t C\ 


così la stessa formola vaierà per la somma di n- f 1 termini, che si 
suppose valere per la somma di n termini. Quindi se la formola è 
vera per un certo numero di termini essa è vera pel numero pros- 
simamente maggiore; e così di seguito. Ma la formola sarà vera 
quando n— 1 se prendiamo C in modo che 


c _ a + b 
*'”<^41 )a" 4 


tu + C, cioè, u, 


a + b 


(m 4- 1) a 4 

così C è determinata e la verità del teorema è stabilita. 

a (m 4- 1) 4 6 


C\ 


Poiché 


"2 — ~T 

«4-o 

a (m 4- 1 ) 4- b 


abbiamo 

bu. 


a (m 4 1) 


u. — 


a (in 4 1) 
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Quindi 


c _ an + b bu, 

* “ (w + 1) a “" + ' “(»i -, 1) a' 


Così la somma dei primi n termini della serie proposta si ottiene 

sottraendo la quantità costante — — M| — danna certa espressione 

(m + 1) a 

che dipende da n. Questa espressione è - ° n possiamo an- 

a(n+m)+6 

che porre questa espressione nella forma equivalente — — u n , 

e per aiutare la memoria possiamo osservare che essa si può for- 
mare introducendo un fattore addizionale in fine di u„ , e dividendo 
pel prodotto del numero dei fattori così accresciuto e del coefficiente din. 

145. Possiamo ottenere il risultato dell’Articolo precedente in un 
altro modo. Come sopra, dinoti u n 

jan+àj |a(n+l)+6j ja(n+2)+&| ... [a(n+m-l)-(-M, 

e dinoti S n la somma dei primi n termini della serie di cui u„ è 
1’ n mo termine. 


Abbiamo 


n+1 


a (n 4- m) + b 
an + b 


u n = «„ + 


ani u n 
an + 6 ’ 


sia an + b =p; 

COSÌ 









p 

( w n+i 

«*> = 

- am 

u n 


si muti n in n 

-1, 

cosi 







! 

ì p- 

« ì («» • 

- «*- 

..)= 

am 

u n-i' 

similmente. 









\p 

— 2a 

! («»-« 


- 2 ) = 

am 

u n-t> 


\p 

— 3a 

] ( u n-i 

- V 

-3) ~ 

arn 



i p 

- (n 

— 1) a 

! («a • 

- «,) 

= am n v 


Quindi, con l'addizione, 

P( M a+»- H i)-«{ U n+ V n-I +«„-*+ • • • +»,- (n - 1 ) u, ( S n ; 

P K+i - «i) + = a "^n + 


quindi 

quindi 


an + b lm t 

n ~ (m -f 1) a ' 1 (m + 1) a 
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■140. Supponiamo clie l’n™° termine di una serie sia — , incuiu- 

u n 

lo stesso die nell’Articolo precedente; allora la somma dei primi 

an + b 


n termini di questa serie sarà — 
Supponiamo, come sopra, S n = 


(in — 1) au n 
an + b 


(in - 1) au n 


+ C. 

+ C, 


si aggiunga ai due membri, allora 


1 


•Vi - v 


an 4 b 


/H-f 

1 a ( m + ?j) 4 b 


4 C 


* jmh 


(rn — 1 ) au 


4 C = ■ 


iw-i 


a (h 4 i) + b 
(m - 1) om„ +i 


Quindi, come sopra, la verità del teorema ò stabilita, purché 

a + b , r n • r am+b 

+ C. Cosi t = j — — r ed 


1 

C sia tale che — — — 

u. 


= 


ami- i> 


(in — 1) au, 
an+i> 


(in — 1) au, 


(m-l)au, (m— i)au n 

Questo risultato si può anche ottenere nel modo dell’ Art. 145. 


147. Si può avere una serie la quale non è direttamente inclusa 
nella forma generale dell’Articolo precedente, ma si può decomporre 
in due o più che sono tali. Per esempio, si cerchi la somma di n 
termini della serie 

3 4 5 

_L __1 -L 

1-2-10 ' 2-3.Ò 

• ti ‘ 3 • 4 - 6 • 7 r 

Qui l’n mo termine 


n+2 

(n+2)* 

n(n-t-l) (n+3) (n+4) 

n(n+l) (n+2) (n+3) (n+4) 

Ora (n+2)*=n(n+l)+3n+4; cosi 

l’„mo termine 

n(n+l)+3n+4 

1 

n(n+l) (n+2)(n + 3)(n+4) 

(n+2) (n+3) (n+4) 

3 

t ______ j 

4 

(n+1) (n+2) (n+3) (n+4) 

n(n + l) (n+2) (n+3) (n+4) 
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Se ciascun termine della serie proposta si decompone in questo 
modo otteniamo tre serie, ciascuna delle quali può essere sommata 
eoi metodo dell’Articolo precedente: così si può sommare la serie 
proposta. Nel caso attuale la somma richièsta è 

1 t i 3 

24 2(n+3) (m+ 4) ' 24 3(n+2)(n + 3)(n-f- 4 y » 

1 * 4 

+ 24 ~ i(«+i)(n+2)(ft+3)(n+4) ' 

148: Numeri Poligonali. L’espressione n-f ~n(n— 1) b è la som- 
ma di n termini di una progressione aritmetica, di cui il primo ter- 
mine è l’unità e la differenza comune è b. Se facciamo ft=0,l ,2,3,... 
otteniamo espressioni che si chiamano i termini generali del 2°, 
3°, 4°, ... ordine dei numeri poligonali rispettivamente. 11 primo or- 
dine è quello in cui ciascun termine 6 l’unità. Così abbiamo 

1° ordine, ?i rao termine 1; serie 1, 1, 1, ... 

2° ordine, n mo termine n\ serie 1, 2, 3, 4, 5, ... 

3° ordine, w rao termine J n(n+ 1); serie 1, 3, fi, iOy .i. 

4° ordine, n mo termine n*; serie 1, 4,9, 1C, ... 

5° ordine, n m0 termine ì»i(3n— 1); serie 1, 5* 12, 22, ... 

c così di seguito. 

I numeri nella 2 a , 3*, 4 a , 5 a ,... serie sono stati chiamati rispetti- 
vamente lineari, triangolari, quadrati, pentagonali, ... 

149. L’?i mn termine dell’r mo ordine dei numeri poligonali è 
n -f | (n - 1) (r - 2); 

là somma di n termini di questa serie è, per l’Alt. 14 4, 
n(n+l) r — 2 (n — 1) n (n -1- 1) 

2 + ~ f" 3 

o £ n ( n + 1) | (r — ?) (« — 1) 4- 3 |, 

1 

Quindi per i numeri triangolari S n — - n(n -f 1) (n + 2), per i nu- 
1 b , 

meri quadrati S„=- n(n + 1) (2n + 1), e cosi di seguito. 

» 47 
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150. Trovare il numero delle palle da cannone in un mucchio pira- 
midale. 

(1) Supponiamo la base della piramide un triangolo equilatero, e 
vi siano n palle in un lato della base; allora il numero delle palle 
neH'infimo strato è 7i + (n — l) + (?i — 2) + ... + 1, cioè, il numero 

1 

triangolare -^n (n + 1); il numero nello strato seguente si troverà 

cambiando n in 71— 1; e cosi di seguito. Quindi, per l’Art. 149, il 

1 

numero di tutte le palle ò ~n(n+ i)(» + 2). 

(2) Supponiamo la base della piramide un quadrato; vi siano n 
palle in un lato della base; allora il numero delle palle neH’infimo 
strato è n*, nello strato seguente ( 71 — 1)*, e cosi di seguito. Il nu- 
mero di tutte le palle è - n(n + l) (2n + 1). 

Similmente possiamo procedere per ogni altra forma di piramide. 

Possiamo vedere da questa proposizione una ragione dei termini 
numero triangolare, numero quadralo, ... 

So il mucchio di palle da cannone è incompleto, dobbiamo tro- 
vare prima il numero nel mucchio supposto completo, indi il nu- 
mero nel mucchio minore che è deficiente, c la differenza sarà il 
numero nel mucchio incompleto. 


154. Una questione analoga a quella nell'Art. 150 si ha quando 
dobbiamo sommare le palle in un mucchio di cui la base è rettan- 
golare, ma non quadrata. In questo caso il mucchio terminerà in 
una semplice fila alla cima; supponiamo p il numero delle palle in 
questa fila; allora I’ti" 10 strato a contare dalla cima hap+ 71 — 1 palle 
nella sua lunghezza ed n nella sua larghezza, e quindi contiene 
71 (p + 71 — 1) palle. Quindi il numero delle palle in 71 strati è 


71 (71 + 1 ) _ t (71 — 1 ) 71 (71 + 1) 

_ p _| _ 1 


0 - n (n + 1) (3p + 2 ti — 2). 
0 


Se m è il numero nella lunghezza dell’infima fila, »n=p + n — 1, 

1 

e la somma si può scrivere - 71 (71 + 1 ) ( 3 m — n + 1 ); come 71 è il 

6 

numero nella larghezza dell’inGma fila, la somma è espressa così in 
termini dei numeri nella lunghezza e nella larghezza della base. 
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152. Numeri Figurali. Lo serie seguenti formano quelli che si 
chiamano i differenti ordini dei numeri figurali : 

1° ordine, 1, 1, 1, 1, 1, ... 

2° ordine, I, 2, 3, 4, 5, ... 

3° ordine, 1, 3, 6, 10, 15, ... 


la legge generale si è, che l’n mo termine di ogni ordine è la somma 
di n termini dell'ordine precedente. Cosi l’n mo termine del secondo 

ix (ti 1 ) 

ordine è n , del terzo ordine è — , del quarto ordine è 


n (n 4- 1) (n + 2) 
1 . 2^3 


, e generalmente l’n®° termine dell’r 1110 ordine è 


» (n + 1) ... (n + j; — 2) 


. Questo possiamo dimostrarlo con l’indu- 


zione. Infatti , assumendo questa espressione per l’n mo termine 
dell’ r® 0 ordine, possiamo trovare la somma dei primi n termini 
dell’ r®° ordine con la formola dell’ Art. 144. Dobbiamo solamente 
porre 1 per a, 0 per b, ed r — 1 per ni, Quindi otteniamo per la 
somma 


n (n + 1) (n + 2) ... (n + r — 1) 


lil 


e quindi, per la definizione, questa è l'espressione dell'n" 1 '’ termine 
dell’(r + l) mo ordine. 


153. Abbiamo già mostrato che il Teorema del Binomio si può 
alle volte applicare alla ricerca della somma di una serie (si vegga 
l’Art. 72); diamo un altro osempio. Trovare la somma della serie 


p iQi + p t0* + + ••• + TV, 

in cui Q r = r(r+ 1) (r + 2) ... (r + q — 1), 

e P r = (n — r) (n — r f 1) (n — r + 2) ... (n — r + p — 1). 

Possiamo vedere che 

0 r = |_9Xpcr il coefficiente di nella serie per (1 — jr)~ , 
e P r — [P X per il coefficiente di x n ~ r ~ i nella serie per (1 
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Quindi abbiamo sino ai termini non superiori ad a-" - *, 

(1— J-) vV+*) — — _ | Q t -f (jyf -f Q^r* + Q i x 3 -r ... £, 

(1 -*)-9+D =1 jv. + Vt* + ' 1 »y + V+ 

Quindi la serie che dobbiamo sommare è eguale al prodotto di Lp | q. 
pel coefficiente di ce' 1-1 nello sviluppo del prodotto di (1— a;) - W + ») 
per (1 —x)~W + ')\ cioè, la serie è eguale al prodotto di pel coef- 
ficiente di x n ~ i nello sviluppo di (1 — af) - f p+?+ *K Quindi la serie è 
eguale a 

[Pii w |n-l+f> + g 
b + q-M |n — 2 

154. Col metodo dell’ Art. 143 possiamo investigare un’espres- 
sione per la somma l r -h2 r +3 r -f ...n r , in cui r 6 un intero posi- 
tivo qualunque. Dinotiamo questa somma con S; allora si pub mo- 
strare, (esaminando i casi speciali di r — 2 ed r — 3) che S si può 
porre nella forma di una serie di potenze discendenti di n, inco- 
minciando da ?i r_H , e non si deve far altro che determinare corret- 
tamente i coefficienti delle varie potenze di n. Supponiamo che 




V5£8£V^... 


K conveniente di rappresentare i coefficienti nel modo qui esi- 
bito; cosi in voce di una sola lettera per il coefficiente di n r ~* ado- 

f 

periamo il simbolo -.4,, e cosi di seguito. Procederemo ora a de- 
terminare i valori di .4 U , .4,, /1 4 , ... ; e si troverà che queste quan- 
tità sono indipendenti si da >■ clic da n. 

Nella supposta identità si muti n in n + 1; cosi 


S + (n + l) r = C(n + 1 f+* + .4„(n + l) r + - .4 0 (n+ l) r “' 
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Quindi, con la sottrazione, 

(n + l) r = C j (» + l) f+1 - n r+1 1 + -4 0 { (n + l) r - n r | 

+ \\ j (« + i) r ~' - » r -'} + -4, j (» + ir* - n'~* | + . . . 

Si sviluppino tutte le espressioni (n-H/ +l , (n-j-l) r , (n4-l) r-, > ... 
col Teorema del Binomio; indi si eguaglino i coefficienti delle di- 
verse potenze di n. Così, eguagliando i coefficienti di n r , abbiamo 
l=C(r+i), indi, eguagliando i coefficienti di n r_, t abbiamo 

C(r+ l) r 1 „ 1,1 

r= + .4 0 r; cosi C=y-^,A 0 =~. 

Si eguaglino i coefficienti di n r ~ p , ponendo per C ed .4 0 i loro 
valori; così otterremo generalmente 

1 _ 1 1 A, } A t A x 

\P ~ \P+ t 1 2| P + [_2 |p - 1 ' | 2 | p - 2 + | ì |/j - 3 

+ _d*_ + 

+ | 5 |p - 1 ^ 

in cui le serie nel secondo membro si estendono sino al termine 
che contiene inclusivamente; e ponendo per p successivamente 
i valori 2, 3, 4, ... determiniamo successivamente .4,, /1 2 , A s , ... ; 
e vediamo che queste quantità sono indipendenti da n ed r, 

1 1 , ( 1 

Otterremo A t = -, A t = 0, /1 3 = - — , .4 V =0, -4 3 = ... 

fi notevole che tutt’i coefficienti con indici pari d 2 , .l c , ... 
sono nulli; questo si può dimostrare come segue: 

Nella supposta identità primitiva si muti n in n— 1, o si sottrag* 
ga ; così 

n r = cj n r+l — (n— l) f+l j + .4 0 j« 1 ’— (n— J) r j+^.4, jn r ~*— (n— l) r-, | 
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Si eguaglino i coefficienti di n r p , ponendo per C ed A 0 i loro 
valori; cosi 

0- 1 _L A * - 4 i a ì 

~ |P+1 2^P | 2 [p - 1 1 3 jp — 2 ^ | 4 |/)-3 

+... 

[5 l£-_4 

Il risultato ottenuto prima si può esprimere cosi, 

Q | , -*i , A j « A 3 

|pj-l 2 [£ r |_2 |p — i [3 |p— 2 j^4 | p— 3 

A. 

+ |Tjp-4 + - 

Quindi, sottraendo e ponendo per p successivamente i valori 3,5,7,.. . 
mostriamo successivamente che zero ò il valore di A 2 , A v A 6 ,... 


ESEMPII 1)1 SOMMA DELLE SERIE. 


1. Mostrare che la somma dei primi n termini della serie di cui 
l’n m0 termine è n(n + l)(n+ 2)...(»-f-m — 1) si ottiene ponendo un 
fattore di più in fine di questa espressione, e dividendo pel numero 
dei fattori cosi aumentato. 

2. Dare la formola per sommare la serie di cui l’n m0 termine ò 
il reciproco di n(n + l)(n + 2)...(»+ta — I). 

Sommare le cinque serie seguenti sino ad n termini, ed anche 
sino all’infinito: 


3 1 

\ 

i 

1 

1 

' 1-2 

2-3 

+ 3-4 ■ 

\ • 5 

4 1 

1 

1 

1 

1 

! 

2-4-6 

4-6-8 

+ 6-8-10 

8-10-12 ' 

5 1 

1 . 

1 

.1 i 

1 

1.4 

+ 2-5 

+ 3-6 1 

4-7 + ”' 

’ 1 

l'i 

1 

1 

1 - i 

1 

1-3*5 

^2-4-6 

» ey - - » / 

3 • 0 • 1 A 

-6-8 + 
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I IO 


4 




10 


7 + ; 


13 


■+ ... 


2-3-1 ' 3-4-5 ’ 1-5-0 1 5-6-7 

8. Sommare sino ad « termini 1 + 3 + 6 + 10+, 

9. Se n è pari, mostrare che 


n-t-2(n— l) + 3(n — 2) + ...4- 


(H= 


n(n+ 1)(«4 2) 

12 ‘ 


10. Sommare sino ad n termini a ! + (a+ l) s -f (o + 2)* + ... 

11. Sommare sino ad n termini l s + 2*.r + 3*x*+ 4 2 a4-(- ... 

12. Se i termini dello sviluppo di (a-fl>)” si moltiplicano rispet- 
tivamente per nr, (n— ljr 4 , (n — 2)r J ,... , n essendo un intero po- 
sitivo, trovare la somma della serie risultante. 

x 


13. Sviluppare 


in una serie secondo le potenze 


(1 — x)*— ex 

ascendenti di x, e mostrare che il coefficiente di x n è 


”1 


„*_1 („*_ i) (n *— 1) , , (n*— 1) (n*-4) (n*-9) , \ 

i+ ir + — ts — c + — ir — C + "t 


li 1 il 

14. Trovare il coefficiente di x m y n nello sviluppo di 

x{\ —ax) 

(1 — a?)(l — ax — by )' 

2n 2n(2n+2) 2n(2n-r 2)(2n + 4) 

15. Mostrare che 1 + y + - 3 , fi - + ; 3 . 6 9 +- 


__ 9 a(, » , n(n-H) . n(n + !)(« + 2) , 

{ + 3 h 3-6 + 3-6-9 


-}• 


16. Se p r dinota il coefficiente di x r nello sviluppo di (1 + #)", 
in cui n ò un intero positivo, mostrare che 

^L + ^ + ^3 + 1 , | np n ___ »(» + 1) ; 

Po ' Pi Pi ‘ Pn-i *•* 


(Po + Pi)(lh + Pi) • ■ ■ (Pn - 1 + Pn) = 
(- 


P,P f-P»(n+ { ) H . 

I» 




, 1 1 1 

=* + i+3+-+;- 
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/ 1 V* 3 .» 

17. Mostrare sviluppando l'identità ( 1 ) = — - che 

_ \1 — x / (1 -x)* 

n(n+ l)...(n+p- 1) n (n— l)...(n+p — 2) 

[p 1 [p 

• i n(n— 1) (n— 2)...(n+p — 3) 

1 ~ 1 - 2 ‘ \p_ "* 

ò zero quando n e p sono interi positivi ed n è maggiore di p. 

18. Se delle palle sono ammucchiate sopra una base triangolare, 
ciascun lato della quale contiene 9 palle, trovare il numero totale 
contenuto nel mucchio. 

19. Trovare il numero delle palle contenute in 5 strati di un 
mucchio triangolare incompleto, il numero in un lato della base 
essendo là. 

20. 11 numero delle palle contenute in un mucchio troncato di 
cui 'la cima c la base sono rettangolari, è 

^^2p* + 3(m-j-n— l)p+0mn— 3tn — 3n+ 1 1, 

in cui m ed n rappresentano il numero di palle nei due lati della 
cima, e p il numero di palle in ciascuno degli spigoli obbliqui, 

21. Mostrare che l* + 2*H-3* + ... +7»* 


= '1-+ — +'—- — = — <n + l)(2n + 1 )(3n* + 3» - 1 ). 
5 2 3 30 3tr a j 

22. Mostrare che 

(1 +xt')(l + a' 2 rXl +.r 3 e) ... (1 +a^ti) 

1 _ rP <\ — arPVI— 


i + 


1 — x 


x‘- (1— ar p )(l— ') , 

XV -f — — — — X°V~ 


(1 — ®)(1 —x 2 ) 

(l-ar p )(l-x p -‘)(l 


rP-Ì\ 


+ 


( 1 — .t)(1 — x*) ( 1 — x s ) 


-x 6 v 3 -f ... 


23. Nello sviluppo di (l+<r)(l+ca:)(l+c*;r)(i+c*®)... il numero 

dei fattori essendo infinito e c minore dell’unità, il coefficiente 

di a? r > ^(r-i) 

c 2 

(1 — c)(1 — c*)(l -c s ) ... (1 — e r ) 
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"24. Se .4 r t* il coefficiente di x r nello sviluppo di 

+ r ) 4 (l+|) ( 1+ ^i) ••• all" infinito, 

2* 1072 

dimostrare che .I r = — — — (^4 r _, -4 - e che .l t — ' . 

*- 1 OlO 


25. Se n è un multiplo qualunque di 3, mostrare che 

1 _ („ _ n 4 ( m - 2 )( w -^ _ (w-3) (w — 4)(n-5) 

’ 1-2 )_3 


XIII. INEGUAGLIANZE. 


155. Spesso ò utile di conoscere qualo sia la più grande di due 
date espressioni; lo proposizioni relative a tali questioni sono or- 
dinariamente riunite sotto il titolo Ineguaglianze. 

Diciamo che a b maggiore di b quando a — b è una quantità 
positiva. 

156. Un’ineguaglianza reggerà ancora dopo che una stessa quantità 
si aggiunge a ciascun membro o si toglie da ciascun membro. 

Infatti si supponga a > b , quindi a — b è positiva , quindi 
a±c— (6±c) è positiva, quindi a±c>ò±c. 

Si deduce Sa ciò che un termine si può togliere da uno dei mem- 
bri di un’eguaglianza e porlo nell’altro col suo segno mutalo. 

157. Se si cambiano i segni di lull’i termini di un' ineguaglianza il 
segno d’ineguaglianza deve essere rivoltato. 

Infatti cambiare tutt’i segni equivale a passare ciascun termine 
del primo membro nel secondo, e ciascun termine del secondo 
membro nel primo. ‘ 


158. Un’ ineguaglianza reggerà ancora dopo che ciascun membro sì 
moltiplica o si divide per la slessa quantità positiva. 

Infatti si supponga a>b> quindi a — b è positiva, quindi se m è 

1 

positiva m(a—b) è positiva, quindi ma>mb ; e similmente — (a— b) 
„ . m 

, . . , a b 

è positiva, ed — > — . 
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Similmente possiamo mostrare che se ciascun membro di un'ine- 
guaglianza si moltiplica o si divide per la stessa quantità negativa, 
il segno d’ineguaglianza deve essere rivoltato. 

150. Se a > b, a' > 6', a"> b", ... allora 

o-f- a 1 -p a f -f- ... > b -f- b 1 -f- b" -j- ... 

Infatti per supposizione, a—b, a'—b’, a" — b", ... sono tutte po- 
sitive; quindi a — à-f a' — b'+ a"— b"+ ... è positiva; quindi 

fl-f-G g” -f* ... ^ b b -{- b r ' -f- ... 

160. Se a>b, a'>b\ a">b'\ ... e tutte le quantità sono positi- 
ve, allora è chiaro che aa'a" ... > bb'b '' ... 

161. Se a>b, ed a e b sono positive, allora a n > b n , in cui ?i è 
una quantità positiva qualunque. 

Questo segue dall’Articolo precedente se n è un intero. Se n è 

P 

frazionario supponiamolo =-; sia aP—h e à p = à; allora h è > k, e 

1 I 

dobbiamo dimostrare che li 1 > ti 1 ', questo si può dimostrare indiret- 
ti i 11 

tamento; poiché se h' 1 = k' 1 , allora, h = k\ e se h't < k't, allora lì < i; 
tutti e due questi risultati 'sono falsi; quindi dobbiamo avere 

A A 

è? > k'i. 

Se n è una quantità negativa, sia n — — m, sicché m è positiva; 

1 1 

allora — < — ; cioè, a n < b n . 
a b 


, . a, a , o, 

162. Siano le frazioni —, — ,. 

b, b t b s 

. . — di cui i denominatori sono 

b n 

tutti dello stesso segno, allora la frazione 

a, 4* ^2 4- 4” > 

... + «„ 

é, + é, + b.j -f- . 

... -f b n 

giace in grandezza tra la più piccola 

e la più grande delle frazioni 

e, a, a s 


V 6/ fc~’ 

b u 
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Infatti supponiamo che 


w 


siano in ordine crescente 


di grandezza, e supponiamo tutt’i denominatori positivi ; allora 


u, 


a, ... , a, 

r 1 . quindi o, = 6 ,X 7 1 ; 

0 . 0 , 


r 1 > —, quindi a+> b t X r 1 *, 

0 , ‘ 0 , 

7 ± >7 i , quindi « 3 >i 3X7-; 

ij ft, 6 , 

e cosi di seguito; 
quindi, con l’addizione, 


onde 


o, -l- «» + «3 + ... -r u /( > (ft, +6jhtj+ ... 


a l + a it + a 3 + ... +«„ _ a, 
b t + bf + 6j+ ... + b H b t 


. «1 


Similmente possiamo dimostrare che 

fli + ttj + flj + ... + a„ 

, 91 j fj fl , b l + b t + b 3 + • • • + K b n 

Nello stesso modo si può stabilire il teorema quando tutt’i deno- 
minatori si suppongono negativi. 

-,197 •' v . ■ ' 1 k * :i 1 J 1 • I 

Se allora ciascuna di queste frazioni ò eguale 

b t b t ò, 

alla fraziono di cui il numeratore ò la somma dei numeratori ed il 
denominatore è la somma dei denominatori. 

163. Poiché (x — y)’ 1 0 x' i — 2xy + y 1 è una quantità positiva o 
zero, secondo che x ed y sono disuguali 0 eguali, abbiamo 


- {x ì + y ì )>xg l 


l’ineguaglianza diventando un’eguaglianza quando x — y. Quindi 
5 (<* + &)> sj(ab) ; 

cioè, la media aritmetica di due quantità è maggiore della media 
geometrica, l’ineguaglianza diventando un’eguaglianza quando le 
due quantità sono eguali. 
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164. Siano n quantità positive, a, b, c, ... k\ allora 
(a 4- b 4- c + • •• + k\ n 1 

(. ;; j >atc...t. 

a meno che le n quantità non siano tutte eguali, ed allora I’ine>-. 
guaglianza diviene un’eguaglianza. 

Infatti ab < , cd < ; 

quindi abcd < ) ; 

{ 

abcd < 


ed 


a-\-b c 4 d + b) +-j(c 4 d)| s _ 


quindi 


9 ) ’ 

-|- b + c 4- d'' 


( a + b + c + d y 


Procedendo in questo modo possiamo mostrare che se p è una 
qualunque potenza intera positiva di 2, 

. „ /«4-à+c + d-f ...\ p 

abcd ... (p fattori) < ^ J . 

„ a + 6+c+d+ ... [n termini) 

Ora sia p = » + e sia — = I, e sup- 

n 

poniamo che ciascuna delle rimanenti r quantità dalle p quantità 
sia eguale a /; abbiamo allora 

/ni 4 - rt\ ’*■* r 

abcd ... (n fattori) X t r < y — "+r ) ’ C '°^’ ,B+r ’ 

* « 

/a-(-//-}-c4-d+...\ n 

quindi abcd ... (n fattori) < t"; cioè, < I— —J . 

Cosi il teorema è dimostrato qualunque sia il numero delle quan- 
tità a, b, c, d ... L’ineguaglianza diviene un’eguaglianza quando 
tutte le n quantità sono eguali. 

Possiamo anche scrivere il teorema cosi. 


a 4" b - 1~ c d 4* ... 


(abcd 


estendendo il significato dei termini media aritmetica c media geo- 


Digitized by Google 


INEGl/A&UANZE. 


381 


metrica, possiamo enunciare il teorema cosi: la media aritmetica di 
un numero qualwique di quantità positive è maggiore della media geo- 
metrica. 


165. La dimostrazione seguente del teorema dato nell’ Articolo 
precedente si troverà un esercizio istruttivo. 


Si dinoti ( abcd ... k) n con P, ed 


a b ~i~ c d ... k 
— con 


n 


Q. 


Supponiamo a c b rispettivamente la più grande e la più piccoladelle 

j 

« quantità a,b,c,d,...k\ sia a,=:6,=v(a+6) , c sia P t —(a t b t cd...k) n ; ' 
allora poiché a t b t > ab, abbiamo P % > P. In seguito se i fattori in P t 
non sono tutti eguali, si tolgano il più grande ed il più piccolo tra 
essi, e si pongano in loro vece due nuovi fattori, ciascuno eguale 
alla semisomma di quelli che si sono tolti; dinoti P t la nuova me- 
dia geometrica; allora P t > P t . Se procediamo in questo modo, ot- 
teniamo una serie P, P t , P t , P s , ... P r , ciascun termine della quale 
è maggiore del termine precedente; e prendendo r abbastanza gran- 
de, possiamo avere i fattori che si trovano in P r tanto prossima- 
mente eguali quanto ci piace; cosi quando r è abbastanza grande, 
possiamo considerare P r =-Q\ quindi P è minore di Q. 


166. Paragoneremo ora le quantità 


a m + b m 


ed 


C-tT 


Supponiamo a e b positivi, ed a non minore di b. 

.• + à-=(l+» + t=Ì)" + (^-*-iz*)’ 


m ( m — 1 ) (m - 


2) (m — 3)^a + 4 ^a — jl 


LA 

Poiché — — è minore di ■■ ^ - , la serie è convergente (Art. 0!)), 
sicché abbiamo un risultato clic è aritmeticamente intelligibile c 
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vero. Quindi se m è negativo o pure un intero positivo qualunque, 

/a + b\ m 

l — — 1 . Se in è positivo e minore dell'u- 


. a m + b m 
no segue che : — - — > 


nilà. 


, a m + b” 


< 


<&)'■ 


Rimane a considerare il caso in cui m 

è positivo e maggiore dell’ unità , ina non un inlei'o. Supponiamo 

p i ì 

m=- , in cui p b > q, e siano a. — a q , g = 6 v , .4=a p , Allora 

£ £ 
a q +b q 

— o — à > 0 < 


/a + b\v a p +B p /a 9 +3*Y' 

( — —) , secondo che — ~~ ò > o < ( — — - - ) ; 

. L / a p + S p \ p . a.9 + 2 1 

ìoe, secondo che I — 1 o > o c — cioè, secondo che 


9 + 1 
P A p BP 

e > o < - — . Conosciamo por quello che è stato già 

dimostrato, che l’espressione nel primo membro è la piu grande, 

• Q a m -\b m 

poiché - è positivo è minore dell’unità; quindi — — — è 

quando m è positivo e maggioro dell’unità. 

1G7. Siano n quantità positive a, b, c, ... Ir, allora 


. /a+òV 

e H— ) 


a n + b m + c n +...+ à m t’a + b 4- 


quando in è negativo, o pure positivo e maggiore dell’unità; ma ha. 
luogo il contrario quando m è positivo e minoro dell’ unità. L’ine- 
guaglianza diviene un’eguaglianza quando tutte le n quantità sono 
eguali. 


c + ... +/, y" 
n / 


Questo si può dimostrare con un metodo simile a quello adope- 
rato nell’Art. 161. Supporremo in negativo, o pure positivo e mag- 
gioro dell’ unità. Allora 2 (^— j— ^ '2 ;. 
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quindi 


quindi 


o* + b ,n + c’»-f <l m > ^j(~y )” + (jy)™ 

- ? o/ g + ft + c + y ; 

( a+b+c+d\ m 

l T 4 —) ‘ 


„™ + i»' +r » + ( /m 


Procedendo in questo modo possiamo stabilire il teorema nel caso 
in cui il numero delle quantità è p, se p è una qualunque potenza 
intera positiva di 2. Sia ora p — n + r, e siano le ultime r delle p 
quantità tutte eguali, e ciascuna eguale a l, in cui 

a -f 6 -f c 4- . . . (n termini) 

* ~ '■ 1 
n 


quindi 

quindi 


a m +b m +c m -r... ^ / a+b+c+... \ m 
n+r \ n+r / 

a m +b m +c m +...+rt m >(n+r)(^^) m , 

\n+r / 


cioè, > (n + r) t m \ 

quindi a m b m + c m + ... > nl m ; 

ciò che dovea dimostrarsi. 


In simil modo possiamo stabilire il resto del teorema, cioè, che 
quando in è positivo e minore dell'unità ha luogo il contrario. 

Il teorema di questo Articolo si può anche stabilire con un me- 
todo simile a quello adoperato nell’ Art,. 165. 


168. Se ir e ^ sono quantità positive, ed x e £J.r minori dell'uni- 
tà, (1 + a;)' 3 è minore di - — . 

' ' l-glr 

Dobbiamo infatti mostrare che (1 -fa;) - * 3 è maggiore di (1 — £.r) . 
Ora, pel Teorema del Binomio, 


(1 -fa-) P = 1 -^r-f 


P(?+D , ?(? + l)f£ + 2) 

\1 X 11 


if-f ...; 


ciascun termine di questa serie è maggiore del termino seguente. 
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poiché -x è minore dell’unità, essendo x e 3x ciascuno minore 

n + i 1 

dell’unità. Quindi, come nell’Art. 93, la serie è maggiore di 1 — px. 

1G9. Sia 7 una quantità positiva maggiore di p; allora t-fv.r 

1 

è maggiore di - — ^ purché sia (l+ 7 x) ( 1 — f.r) maggiore di 1 ; 

cioè purché (7 — f)x sia maggiore di cioè Ipurchè 7 — (3 sia 

maggiore di p 7 -r. Quindi abbiamo il seguente risultato: se x, [3, e 7 
sono positivi, e 7 è maggiore di allora prendendo x abbastanza 
piccolo possiamo rendere (i-f-x)^ minore di 1 4 - 7 X; questo vale co- 
munque piccolo sia l'eccesso di 7 sopra ( 2 . 

170. Se x è positivo log (1 -f-x) è minore di s. 

Infatti supponiamo y— log(l+x), allora l-t-x=c ,y ; 0 , per l’Art. 77, 

v* y* 

c y = l + + , che è maggiore di y + 1 . 

„ 1111 

t ome un esempio si pongano pera: successivamente -, -, 

,31 41 , n + i 1 

abbiamo log - < - , log - < ^ . log < - . Quindi , addizio- 

2 2 3 3 n n 

. , n +1 1 1 1 

nando log-— < •s + ~ + ...+- . 

2 2 3 « 


171. Se x è positivo e minore dell’unità log(l+x) è maggioro 

r 2 


di x 

9 


X 1 X* X 1 


Infatti log(l -f x) = x — - -f - — -f k ..; quindi, come nell’ Art. 
Z o 4 

93, vediamo che log(l-|-j 7 ) — ^x — — ^ è una quantità finita positiva. 

1 

172. Se x è positivo e minore' dell’ unità log è maggio- 

1 — x 

re di x. 


X* X 3 X* 


Infatti log--— =-log(l-x)=x+-- + — 4 - quindi 

* »■ O 1 


log x è una quantità finita positiva. 

1 — X 
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173. 1 tre esempli seguenti illustreranno il soggetto delle inegua- 
glianze, e forniranno risultati di qualche interesse. 


1 -3-5...(2n — 1) 

Se “« = »-4.6...gn " '■ 


3-5-7. ..(2n-f 1) 
_ 2-V6.7.2»T ! 


allora quando n è infinito u a è zero, v u è infinito ed u n v n è finito. 

1 3 5 2n — 1 

Abbiamo u * = 2T6" , 1T (1)i 

2 1 6 2n 

quindi (2) * 

1 

Onde, con la moltiplicazione, u„* < 0>( 

Quindi, crescendo n possiamo rendere u n minore di ogni quan- 
tità assegnata. 

3 r > 7 2n+l 

Similmente, t>„ = 2’ V 6 "’^HT ( 3 ); 

4 6 8 2n+2 ... 

flUindl > 3 5 ' 7 2n+T (4) ‘ 

Onde, con la moltiplicazione, t' n 2 > — — — , cioè, > n + 1. 


Quindi, crescendo n possiamo rendere v n maggiore di ogni quan- 
tità assegnata. 

Finalmente, da (1) e (4) vediamo che 

1 2n + 2 . . 11- f 1 .. . t 

«» > 2 2^1 • C10e * > - e 1 uindl > a f ° rllort > > 2 ’ 

e da (2) e (3) vediamo che u n v n < 1. 

1 

Quindi u n v n giace tra - ed 1, ed è perciò finito. 

11. Se m, n, a sono in ordine decrescente di grandezza, allora 

fctfy » < (i±iY. 

\m - «/ vi —a/ 

49 
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Infatti si prendano i logaritmi dei due membri; cosi dobbiamo 
paragonare 


.a a 

in — ì + - 

m n 

ih log — con il log ■ : 

l-“ l-“ 

m n 


( la 1 la 4 ) ( la* la 1 ì 

o sia v<t vi + - 4- - — - -f- . I con 2a| 1 + - — -j - -f 

I 3 in* 5 m* ) ( 3 n* 5 n* f 

e la prima di queste è minore della seconda. Quindi segue il risul- 
tato richiesto. 

Ili. Siano n quantità positive a, b, c, ... k\ allora 

/a+b + c+ ... + *\a+t+e+...+* 

v, n ) è <a a b b c r \..k k , 

o meno che le n quantità non siano eguali, ed allora l'ineguaglianza 
diviene un’eguaglianza. 

Siano due quantità disuguali a e b\ dobbiamo mostrare che 

Si supponga a maggiore di 6; sia a^c+j, b = c—.r. 

c / ~\e-x 

1 -) J ^ 1 __ \ V. J 


cioi-, che 


c 

o sia che (i-s*)(|Ì^) è>l, 


in cui z =-. 

c 


Ora il logaritmo di G=0V«* 

2 4+5‘’+5« 3 + -}-|=’ + 5=‘+3«‘ + ...J, 

e questa è una quantità positiva; e siccome il logaritmo à positivo 
l’espressione è maggiore dell’unità. 


Digitized by Google 



IN UGUAGLIANZE. 


387 


La dimostrazione si estende poi al caso di tre o più quantità con 
un metodo simile a quello usato nell’ Art. 105. 

1 problemi nei tre Articoli seguenti sono analoghi al soggetto 
considerato nel presente Capitolo. 

174. Dividere un dato numero 2 a in due parti, in modo clic il 
loro prodotto abbia il più grande valore possibile. 

Dinoti x una parte e 2 a — x l’altra parte, e dinoti y il prodotto; 
allora dobbiamo determinare x in modo che y abbia il più grande 
valore possibile. Poiché y = x(2a — x), abbiamo x* — 2ax + y — I); 
quindi i = a±^/(s ! - y). Così poiché x deve essere reale y non può 
essere maggiore di a*, ed x = a, quando y — or. 


175. Dividere un dato numero 2a in due parti, in modo che la 
somma delle loro radici quadrate abbia il più grande valore pos- 
sibile. 

Dinoti x una parte e 2 a—x l'altra parto, e dinoti y la somma 
delle radici quadrate delle parti; allora dobbiamo determinare x in 
modo che y abbia il più grande valore possibile. 

Poiché y/x+ y/(2a~x) = y, 2a-x = (y — ^x) z — y* - 2y N /x-f x, 
e le— 2y y'x-fy 1 — 2«=0; quindi y'x = ■■ ± - -• 

Poiché yjx deve essere reale y- non può essere maggiore di ia, 
così i<Ja è il più grande valore di y, ed x=a quando y = 2 . 


176. Trovare il minimo valore che può avere — - — qualunque 
sia il valore reale di x. 

0 . x i +a ì „ , , , „ . il . 

ìm ponga =y, allora x 1 — xy+«-— U; cosi x—~ ± . 


Quindi y® non può essere minore di la®: o sia 2a è il minimo 
valore di y. 


■a* 


a* 


0 pure così, -x-{ ; supponiamo x positivo, allora pos- 

x x / a \® 

siamo porre questa espressione nella forma ^yx — —J + 2 a ; e 

siccome 2a è costante il minimo valore dell’ intera espressione si 
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otterrà quando il termino positivo y\/x ~J svanisce, cipè, quan- 

do x=a. Non è necessario di considerare valori negativi di x, poi- 

x 2 + a* 

chè ha lo stesso valore numerico quando x ha un valore ne- 

ll ' 

galivo qualunque come quando x ha il corrispondente valore po- 
sitivo. 

* 

ESEMPI! DI INEGUAGLIANZE. 

Negli csempii seguenti i simboli si suppongono dinotare quan- 
tità positive; e le ineguaglianze possono, in alcuni casi, divenire 
eguaglianze, come in alcuni degli Articoli del testo. 

1. Se a, b, c sono tali clic due qualunque di esse sono maggiori 
della terza, 2(ab + bc + ca)>a 2 -|-b 2 -i-c 2 . 

2. Se 1* + »»*+ n*=I, ed + allora 

W + min 1 + nn'< 1. 

3 . («+b— c) 2 + (o-fo— b) s +(b+c— a)*>ab-f bc + ca . 

5. ab(a+b)+bc(b+ c)+ca(c+a)>(jabc c <2(a 5 -f-b 3 -fe 2 ). 
fi. (a-j-b)(b+c)(c-|-a)>8abc. 

7. Mostrare che a; 2 — 8x4-22 non è mai minore di fi, qualunque 
sia il valore di x. 

8. Quale è più grande, 2x* o a?-t- 1 ? 

I . , 1 , . 1 

9. Se n è >1, allora .r-j e > 1 + - , se x è > 1 , o pure <-. 

nx n n 

... „ „ i • • ,i- (*+*)(&+*) 

10. Trovare il mimmo valore di ■ 

x 

11. Dividere un intero dispari in due altri interi, di cui il pro- 
dotto sia il più grande possibile. 

12, Se a >b, allora \](a*— b t ) + yY2 ab — b 3 )>a. 

13. Se a,b,c,d sono in progressione armonica, «|-d> b-pc. 


Digitized by Google 



ESEMPI! 01 INEGUAGLIANZE. 


389 


14. Se a,b,c sono in progressione armonica ed n è un intero po- 
sitivo, a n + c" >2b n . 


15. Se a>b, mostrare che 
do che x è > o < \l(ab). 


x + a 
J(x ì fa 4 ) 


V(** + &*) 


, secon- 


16. Sea,6,c, o b,c,a, o c,a,b sono in ordine decrescente di 
grandezza, o*&+&*e+c*a>a*c+i>*o+c*li; se esse sono in ordine cre- 
scente di grandezza, a-b-\- &*c+c I o<a t c+6 I o+ c-b. 


17. (A*+B i +C t +...)(a i +b 2 +c t +...)>(Aa+Bb+Cc+...)'-. 

18. 3 (a J + b*+ c J )> (a+b+c) (ab f bc+ ca) . 

19. 9a6c<(a+&+c)(a l +i 4 +c 4 ). 

^ | 

20. — — (a, +a 2 +a 5 + . . . +a (t ) > ^/(a,a 2 )-f y(a,a 2 )f ^(a 2 a»)4'.. • 

21. La differenza tra la media aritmetica e la media geometrica 
di due quantità è minore di un ottavo della differenza quadrata dei 
numeri divisa pel numero minore, ma è maggiore di un ottavo di 
quella differenza quadrata divisa pel numero maggiore. 



14. 


26. 


28. 


29. 

30. 


n > u 4 ' 

1 ■ 3 • .(2n — 1) < n*. 





a*+ b*-\- c 4 > abc(a f 6 f c) . 

8(a s f 6 3 +c 3 ) > 3(a+ &)(6+c)(c+ a). 

2 a 2 b 2c 

.+ 1 • -) - > 3. 

ii + c u + c a + e 

(a+6+c) 3 > 27aftc e <9(a 5 f fAfc 3 ). 

Se p e q sono ciascuno minore dell’unità, 

lo gaO-P) ò < P e . P( 1 ~ f D 

log B (l-g) 7(1— P)’ 7 


(7 | (7.) Al» ^ ^/|r ^ 

;V1. ^ + ^ + + + — > »• 


‘/i-i 




32. Se a ed x giacciono entrambi fra 0 ed 1, allora ( _ a > r • 
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XIV. TEORIA DEI NUMERI. 


177. In tutto questo Capitolo la parola numero è usata come una 
abbreviazione per intero positivo. 

178. Un numero il quale non può essere diviso esattamente per 
altro numero se non per sè stesso e per l’unità si chiama un nu- 
mero primo, o brevemente un primo. 

179. Due numeri si dicono primi tra loro quando non vi é altro 
numero, se non Punita, che divida esattamente ciascuno di essi. 
Invece di dire che due numeri sono primi tra loro, si esprime la 
stessa cosa dicendo che uno di essi è primo con l’altro. 


180. Se un numero p divide un prodotto ab, ed è primo con un 
fattore a, esso deve dividere l'altro fattore b. 

Supponiamo a maggiore di p; si esegua l’operazione di trovare 
la massima comune misura di a e p\ siano q, q' , q " , ... i quozienti 
successivi, ed r, r\ r", ... i resti corrispondenti. Così 

a = pq + r, pz=rq' + r', r =s r‘ ’q" ’+r", ... 


si moltiplichi ciascun membro di ognuna di queste equazioni per 
b, e si divida per p ; quindi 


ab br br , br' br br' br" 

— = bq-\ , 6 =— X q d , — — — H . 

V VP P P V P 

Poiché -- é un intero, segue dalla prima di questo equazioni che 

br P . br’ . 

— è un intero: quindi dalla seconda di queste equazioni — e un 
P br" , . P. 

intero - , quindi dalla terza — ò un intero: e così di seguito. Ma, 

P 

poiché a e p sono primi tra loro, l’ultimo dei resti r,r',r",... è l’uni- 
b x 1 

tàj quindi è un intero; cioè, b é divisibile per;). 


181. Quando il numeratore ed il denominatore di una frazione sono, 
primi tra loro la frazione non si può ridurre ad una frazione equiva- 
lente in termini più pìccoli- 
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Supponiamo ohe a sia primo con b, e, se é possibile, sia - 

a' , a a' 

eguale ad — , una frazione m termini piu piccoli. Poiché - = —f, 

Clt ^ 

abbiamo a! — — ; quindi b divide ab’] ma b é primo con a, quindi 
b 

b divide fc’(Art. 180); ma questo è impossibile, poiché b' è minore 
di b per supposizione. Quindi - non si può ridurre ad una frazione 
equivalente in termini più piccoli. 


182. Se a. è primo con b, ed ^ = — , allora a' e b' debbono essere 
gli stessi multipli di a e b rispettivamente, 
a' a ab' 

Poiché — ; = abbiamo a — — ; ma b è primo con a, quindi b 

b b b 

divide 6'; onde b' = nb, in cui n è un intero; quindi a' = na. . 


183. Se un numero primo p divide un prodotto abcd ... esso deve 
dividere uno dei fattori di quel prodotto. 

Infatti poiché p è un numero primo, se p non divide a esso é 
primo 'con a, e quindi deve dividere ée<f...(Art. 180). Similmente, 
se p non divide b, esso é primo con b, e quindi deve dividere cd... 
Procedendo in questo modo dimostreremo che p deve dividere uno 
dei fattori del prodotto. 


184. Se un numero primo divide a", in cui n è un intero positivo , 
esso deve dividere a. 

Questo segue dall’Articolo precedente supponendo tutt’ i fattori 
eguali. 


185. Se un numero n è divisibile per p, p', p", ... e ciascuno di 
questi divisori è primo con tutti gli altri, ti è anche divisibile pel pro- 
dotto pp' p" ... 

Infatti poiché n é divisibile perp, abbiamo n = pq , in cui q è un 
intero. Poiché p' divide pq ed è primo con p, p' deve dividere q ; 
quindi q=p'q', in cui q' è un intero; così, n—pp'q', ed è quindi 
divisibile per pp'. Procedendo così possiamo mostrare che n é divi- 
sibile per irp'p" ... 
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18G. Se ciascuno dei numeri a t li è primo con c, allora ab è pri- 
mo con c. 

infatti se ab non è primo con c, supponiamo ab —tir e c = ns, in 
cui n, r, ed s sono interi; allora, poiché a e b sono primi con c, 

a r 

essi sono primi con ns, e quindi con n; ma ab—nr, onde - = -;quin- 

n ' b 

di b è un multiplo di n (Art. 182). Quindi b è nello stesso tempo 
primo con n ed un multiplo di n, il che è impossibile. Quindi ab é 
primo con c. 

187. Se a e b sono primi Ira loro, a m e b n sono primi Ira loro; m 
ed n essendo interi positivi. 

Infatti poiché a è primo con b, ne segue che «Xaoa* è primo 
con b (Art. 186); similmente «* X a a a® é primo con b\ e cosi di se- 
guito; così a"* è primo con b. Ancora, poiché a" 1 è primo con b, ne 
segue che a m è primo con bXb o 6*; e così di seguito. 

188. Nessuna formala algebrica razionale intera può rappresentare 
numeri primi solamente. 

Infatti, se è possibile, supponiamo chelaformolaa-tén+cj^-fdj^-f 

rappresenti solamente numeri primi; supponiamo che quando 

x = m la forinola prenda il valorep, sicché pz=a+bm+cm i +dtn i +..i 
Si ponga per x, nella forinola, m + np, e supponiamo che il valore 

sia allora p'; cosi p'-=a + b (m + np) + c(m + wp)*-|-«l (»*+«?)*+ * 

■=a + bm + cm i +dm 3 + ... + M(p)=zp + M(p), in cui M(p) dinota tm 
multiplo di p; così p' è divisibile per p, e perciò non é un primo. 

189. Il numero dei numeri primi è infinito. 

Infatti se il numero dei numeri primi non è infinito, si supponga 
p il massimo numero primo; il prodotto di tutt’i numeri primi sino 
a p, cioè, 2-3*5-7 - ll...p è divisibile per ciascuno di questi nu- 
meri primi; si aggiunga l’unità a questo prodotto, ed otteniamo un 
numero che non è divisibile per alcuno di questi numeri primi; 
questo nùmero è quindi o esso stesso numero primo, o pure è di- 
visibile per qualche numero primo maggiore di p; così p non è il 
massimo numero primo, il che è contrario alla supposizione. Quindi 
il numero dei numeri primi è infinito. 

190. Se a è primo con b, e le quantità a, 2a, 3a, ... (b — 1) a, si 
dividono per b, i resti saranno tutti differenti. 
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Infatti, se è possibile, supponiamo che due di queste quantità 
ma ed m'a quando si dividono per b diano lo stesso resto sicché 

ma — nb -f r ed m'a — n’b 4- r; 

allora ■ (in — tu') a = (n — n') b\ 

a n — n' 


quindi in— ni' è un multiplo di b (Art. 182,); ma questo è impossi- 
bile, poiché m ed m! sono entrambi minori di b. 

191. Un numero si può risolvere in fi allori primi in un sol modo. 

Dinoti N il numero; supponiamo N=abcd ..., in cui a, b, e, d,... 
sono numeri primi eguali o disuguali. Supponiamo, se é possibile, 
che N sia anche =a^6..., in cui a, f, 5 ... sono altri numeri 
primi. Allora abcd... =afa5 ...; quindi a deve dividere abcd..., e 
quindi deve dividere uno dei fattori di questo prodotto; ma questi 
fattori sono tutti numeri primi; quindi a deve essere eguale ad uno 
di essi, supponiamo a. Si divida per a o a, allora bcd ...r=$-(ò ... ; 
da questo possiamo dimostrare che ^ deve essere eguale ad uno 

dei fattori in bcd...; e cosi di seguito. Così i fattori in abcd non 

possono essere diversi da quelli in apYÒ... 

192. Trovare la massima potenza di un numero primo che è conte- 
nuta nel prodotto | in. 

_. /m\ ., . m 

Dinoti / I — 1 il massimo intero contenuto in — , 

\a J a 

( tu \ • ?« 

— 1 il massimo intero contenuto in—, 

«V (i- 


£)■ 


il massimo intero contenuto in - • , 


e così di seguito; allora la massima potenza del numero primo a 
che è contenuta in [m é / + \^) ^ 

, /m\ 

'Ira i numeri 1, 2, 3, ... ni, ve ne sono / 1 — I che contengo- 
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no a almeno una volta, cioè i nuriiori a, 2n, 3«, 4 a, ... Similmente 
ve ne sono /( ) che contengono a 2 almeno una volta; ve ne sono 

/ m \ \o*/ 

/(■ — J che contengono a 3 almeno una volta; e così di seguito. La 
somma di queste espressioni è la massima potenza richiesta. 

Questa proposizione sarà illustrala considerando un esempio nu- 
merico. Supponiamo per esempio che m=14 ed a = 2; allora dob- 
biamo trovare la più alta potenza di 2 che è contenuta in [14. 

Qui =3. — lì così 1» richiesta potenza è 

11. Cioè, 2 n dividorà [_l_-4, e nessuna più alta potenza di 2 dividerà 
! J_4 . Ora esaminiamo in qual modo nasce questo numero 11. Dei 
fattori 1, 2, 3, 4, ... 14 ve ne sono selle che possiamo dividere una 
prima volta per 2, cioè 2, 4, 6 , 8 , il), 12, 14. Vi sono Ire fattori che 
si possono dividere per 2 una seconda volta, cioè, 4, 8 , 12. Vi è uh 
fattore che si può dividero per 2 una terza volta, cioè 8 . 

Cosi vediamo il modo in cui nasce *4-3 + 1, cioè 11. 


193. Il prodotto di n interi successivi qualunque è divisibile per [ri. 


Sia tn + 1 il primo intero ; dobbiamo allora mostrare che 

(m 4 1) (m+ 2 ) ... (m + n) . ....... .. 

e un intero. Si moltiplichino il numera- 
li!. 

toro ed il denominatore di questa espressione per [ni; essa allora 
[m + n p 

diviene t — -■ , che dinoteremo con — . Sia a un numero primo 

li? Lfi . Q m+n m+rt 

qualunque; dinotino r., i\, r., ... i massimi interi in , — 3—1 , 

m-t-n . a . . , a 

— — , ... rispettivamente; dinotino s 2 , s 3 , ... 1 massimi interi 

• - . . - 1 

ni in m . ... ... * . . . 

in —, —, — r , ... rispettivamente: e dinotino l t , U , ... 1 massimi 
a e 2 «■' • 


interi in — , — , — -, ... rispettivamente. Allora in jP'ìI fattore a si 
a a 1 a J 

trova elevato alla potenza r, + r 2 + r 3 + ...; in Q il fattore a si trova 
elevato alla potenza s, + s 2 4 s 3 + ... + 1 , + / 2 + t 3 + ... Ora si può 
mostrare facilmente che r, è uguale ad s, + 1 , 0 ad s, + l, + 1 , e clic 
r., è ugnale ad s 2 + t , 0 ad s 2 + < 2 4 - 1 , 0 così di seguito. Così a si trova 
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in P elevato ad una potenza almeno tanto alta quanto in Q. Simil- 
mente ogni fattore primo che si trova in Q si trova in P elevato ad 
una potenza almeno tanto alta quanto in Q. Cosi Pò divisibile per Q. 


19-i . .Se n è un numero primo, il coefficiente di ogni termine nello 
sviluppo di (a + b) n , eccetto il primo e l’ ultimo, è divisibile per n.* 


Infatti la forma generale dei coefficienti escludendo il primo c 


, n(n- l) 

1 ultimo e 


(n — r- fi) 


Lil 


in cui r può •avere un valore 


qualunque da 1 ad n — 1 inclusivamente. Ora, per l’Art. 193, que- 
sta espressione è un intero; inoltre poiché n è un numero primo e 
maggiore di r, nessun fattore che si trova in [r_ può dividere n; quindi 
(n-l)(«-2)...(n- r+ 1) deve essere divisibile per | r. Quindi 
' ogni coefficiente, eccetto il primo e l’ultimo, é divisibile per n. 


195. Se n è un numero primo, il coefficiente di ogni termine nello 
sviluppo di (a-t-b + c-f-d ...) n , eccetto quelli di a", b", c", d", é 
divisibile per n. 


Si ponga (3 per b + o-f-d + ...; allora 


(« + + 

Per l’Art. 191, ogni coefficiente nello sviluppo di (a+ ^) n è divi- 
sibile per n, occetto quelli di a n e ed il coefficiente di ciascuno 
di questi termini è l’unità. Ancora, 


= (b -f- c -j- d + ...)” = (b + y) n supponiamo; 

ed ogni coefficiente nello sviluppo di (b -if )" è divisibile per n ec- 
cetto quelli di h n e y n . Procedendo in questo modo arriviamo al 
teorema enunciato. 

196. Se n è un numero primo, ed N i primo con n, allora N" _l — 1 
è un midtiidu di n. (Teorema di Format). 

Per l’Articolo precedente, 

in cui M (n) dinota un multiplo din. Sia ciascuna delle quantità 
a, b, c, d, ... k eguale all’unità, e supponiamo ve ne siano N di e&se; 
cosi N" — A'-f .V(n); quindi A'(A ' _1 — 1 ) = M ( ti ). 
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Poiché N é primo con n, ne segue che A’" -1 — 1 é divisibile per n. 

Possiamo quindi dire che Ai' 1-1 =1 +pn, in cui p è un intero po- 
sitivo. 

MIT. Poiché n è un numero primo nell’Articolo precedente, n— 1 
é un numero pari eccetto quando n = 2; quindi possiamo scrivere 

W— I li- \ ti — f 

il teorema cosi, (A r * — I) (N * + i)=Af(n); quindi, A r 4 —lo pure 

n-f 

N 4 -f 1 è divisibile per n, sicché A' 4 =/m + d» o pure =pn — i, 
in cui p è un intero positivo. 

198. 11 teorema seguente è un’estensione di quello di Fermat. 
Dinoti n un numero qualunque; e siano 1 , a, b, c, ... n — 1, tutt’i 
numeri che sono minori di n e primi con n; supponiamo che vi 
siano m di questi numeri: allora sarà x m — 1 = Min), quando per .r 
sostituiamo uno qualunque dei detti m numeri, eccetto l’unità. In- 
fatti si moltiplichino tutti gli mi numeri per uno qualunque di essi 
eccetto l’unità, e si dinoti il moltiplicatore con x\ cosi ottoniamo 
1 • x, ax, bx, ex, . . . (n— 1) x\ questi prodotti sono tutti diversi e tutti 
primi con n. Si può mostrare facilmente che quando questi prodotti 
si dividono per n, i resti sono tutti diversi e lutti primi con n; cosi 
i resti debbono essere gli m numeri primitivi 1, a, b, c, ... n — 1; 
essi non si troveranno necessariamente in questo ordino, ma ciò è 
indifferente per l'oggetto che abbiamo in vista. Quindi il prodotto 
della nuova serie di m numeri x, ar, bx, ex, ... ( n — l)r, può diffe- 
rire solamente dal prodotto degli in numeri primitivi per un multi- 
plo di n: rosi 

x m abe ... (n - l) = a àe ... (n — 1 ) M (li ) , 

Poiché duo dei tre termini che entrano in questa identità sono 
divisibili per abc.,.(n — 1), il terzo termine deve essere anche si- 
milmente divisibile, e siccome abc... ( n — 1) è primo con n, il quo- 
ziente dopo che M(n) si è diviso per abc ... (n— d) deve essere an- 
cora un multiplo di M, e si può dinotare con M(n)\ così 

x m =.\+M(n), ed x m -\ = M(n). 

199. Dedurremo ma il teorema di Fermat dal risultato dell'Arti- 
colo precedente. Supponiamo n un numero primo; allora i numeri 
1. 2, 8, ... n — 1, sono tutti primi con »r. cosi m — n — 1. Quindi 
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ir" - ' — 1 =M(n), in cui jr può essere un numero qualunque minore 
di ». In seguito dinoti y un numero qualunque che è maggiore di 
n e primo con n, allora possiamo supporre y=pn-\-x, in cuip ò un 
intero ed x è minore di ». Quindi 

y n ~ l =(pn-\- x) n ~ t =x n ~ i + (n— l)x n ~*pn + ... — x n ~ i + M (n) ; 

ma abbiamo già mostrato che x n ~ 1 = 1 + M(rì)\ così 

y n ~* = 1 + M(n), ed i/" -1 — 1 = M (»). 

Così il teorema di Format è stabilito. 


200. Se n è un numero primo, 1+ln — 1 è divisibile per n. (Teo- 
rema di Wilson). 

Per l’Art. 84 abbiamo 


n - 1 = (n - i)' 1-1 - (n - 1) (» - 2)““* 

a- <!L (B _ 3)"-. - (n _ 4 n-, 
1-2 ^ 1 - 2-3 



pel teorema di Fermat abbiamo 

(n— l) n-1 — l+p,n, (n— 2) w-l ~l+p 1 ii, (»— 3)’' -, =14-pj», ... 

in cui p,, p t , p$, ... sono interi positivi. Quindi 

|» — 1 = M(n) + 1 — (» — 1 ) 

(» - 1) (n — 2) (» — 1 )(« - 2) (« - 3) , 

+ 1-2-3 + 



(» — 1) (n — 2) .. . ... 

la serie 1 - (« - 1)+ — - di n - 1 termini, e 

eguale ad (1-1)"-' - (- l) n “\ cioè, a - 1, poiché » - 1 è un nu- 
mero pari. Così |» — 1 = M(rì) — 1; quindi 1 4- 1» — 1 è divisibile 
per n. 

Se n non è un numero primo, 1 + |» — ■ 1 non è divisibile per n. 
Infatti supponiamo p un fattore di n\ allora p è minore di n — 1, e 
quindi |n — 1 è divisibile per p; quindi 1 + |» — 1 non é divisibile 
per p, e por conseguenza non é divisibile per ». 
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201. Lr deduzione seguente si può trarre dal Teorema di Wilson: 
Se 2p + ì ò un numero primo, i|_P|* + (— l) p è divisibile per 2p+li 

Pel Teorema di Wilson, poiché 2p+l è un numero primo, 1+1 jlP 
è divisibile per 2p+l. Si ponga n per 2p+l, allora [_2p si può scri- 
vere còsi, 1(«— l)2(n— 2)3(n- 3)... p(n-p); so questi fattori si sup- 
pongono moltiplicati fra loro, è chiaro che otterremo (— l) p l*2*3 2 ...p* 
insieme con un multiplo di n. 

Quindi 1 + (— l) p j [p j* deve essere divisibile per », e quindi 
|[Pj* + (— l) p devo essere divisibile per n. 

202. Dinoti x un intero positivo qualunque; allora il numero 
degl’ interi positivi che sono minori di x e primi con x sarà dinotato 
con L(x). 

Consideriamo, per esempio, l’intero positivo 12; vi sono quattro 
interi positivi che sono minori di 12 e primi con 12, cioè 11,1,5,1? 
cosi £(12) = i. 

203. Se m i primo con n allora L(mn) =L(m)XL(n), 

Infatti siano 1, a, b, ... in— i gl’interi positivi che sono minori 
di m e primi con m; allora, r dinotando uno qualunque di essi, gli 
n interi positivi seguenti sono tutti minori di mn e sono tutti primi 
con m, 

r, r + m, r +• 2«t, ... r + (» — 1) m. 

Ed ogni intero positivo che è minore di mn ed è primo con in 
deve essere della forma r +pm, in cui p è zero o un intero positivo 
minore di n, ed rè uno degl’ interi positivi 1, o, b, ... m — 1. 

Quindi vediamo che il numero degl’interi positivi minori di mn 
e primi con in è nXL(m). 

Tra gl’interi positivi che sono minori di mn c primi con m dob- 
biamo ora determinare quelli che sono anche primi con n. 

Abbia r lo stesso significato come prima. Se dividiamo ciascun 
termine del gruppo 

r, r + in, r + 2 in, ... r + (» — .1) in 

per n i resti saranno tutti diversi; questo si mostra col metodo 
dell’ Art. 1 90 : cosi i resti debbono essere 0, 1, 2, ... n — 1; benché 
essi non si troveranno necessariamente in questo ordine. So un 
resto è primo con n il dividendo corrispondente è primo con n; e 
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viceversa se un dividendo è primo con n il resto corrispondente è 
primo con n. Ne segue perciò che tra gli n interi positivi del gruppo 
procedente ve ne sono L(n) che sono primi con n. E siccome que- 
sto vale per ogni gruppo d’interi come quello clic abbiamo consi- 
derato ne segue che L(mn) = L(m)X L<,n). 

Quindi se ì, ni, n, sono tutti primi tra loro, abbiamo 

L {limi) = L ( Im ) X £ (n) — L (/) X £ (m) X £ («); 

ed un simile risultato vale per un numero qualunque di fattori che 
sono primi tra loro. 


204. Trovare il numero degl'interi positivi che sono minori di un 
dato numero e primi con esso. 


Dinoti N il numero, e supponiamo primieramente lV=o p , in cui 
ai è un numero primo. 1 soli termini della serie 1, 2, 3, A ... N che 

N N 

non sono primi con N sono a , 2a, 3 a, 4 a, ... — a; e vi sono — di 

questi termini. Quindi dopo di aver rigettato questi multipli di a, 

N ( 1\ „ 

restano N termini, cioè, ATI1 — J termini; cosi vi sono 

/ <i \ a/ 

1 — ) interi positivi che sono minori di K e primi con N. 


In seguito, supponiamo N—aPlflc*... in cui a,b,c, ... sono tutti 
numeri primi. 

Allora, per l’Art. 203, 

L(N)=L (a p ) X £ (b'i) X L (c 1 ) X . . . 

pel primo caso. 

Così finalmente se N—a p b' ì c T d s ... in cui a, b, c, d, ... sono tutti 
numeri primi, il numero degl’ interi positivi che sono minori di AT 
e primi con N è 

'O-DO-DOrÓO-D- • 

Si sarà osservato che in questo teorema l’ unità è considerata co- 
me uno degl’interi positivi che sono minori di N e primi con fi. 


Digitized by Google 



21) ò. Trovare il numero dei divisori di un numero dato. 

Dinoti N il numero, e supponiamo N=a v blc T ... , in cui a,b,c,... 
sono numeri primi. È evidente che N sarà divisibile per ogni nu- 
mero che è formato dal prodotto di potenze a, b, c, ... purché l’e- 
sponente della potenza di a sia compresa tra 0 e p, l’esponente d,ella 
potenza di b tra 0 e q, l’esponente della potenza di c tra 0 ed r, e 
cosi di seguito; e nessun altro numero dividerà N. Quindi i divisori 
di N saranno i varii termini del prodotto 

fi . . . ~ì aP) (1-4-é-f 6--}-. . . -pò^) (1 4-c-f ... ; 

il numero dei divisori sarà perciò (p+ 1) (g+ 1) (r-j- 1)... 

Questo include tra i divisori l’unità ed il numero stesso A'. 

206. Trovare il numero dei modi in cui un numero si può risolvere 
in due fattori. 

Dinoti N il numero, e supponiamo N=aPlflc r ..., in cui u,b,c,... 
sono numeri primi. Primieramente, supponiamo N non un quadrato 
perfetto; allora uno almeno degli esponenti p,q,r, ... è un numero 

, 1 

dispari; il numero richiesto è allora ~(p + l) (q + 1) (r-f 1)-.., poi- 
ché vi sono due divisori di A' corrispondenti ad ogni modo in cui AT 
si può risolvere in due fattori. In seguito supponiamo N un qua- 
drato perfetto, allora tutti gli esponenti p, q, r, ... sono pari; il nu- 
mero richiesto si trova accrescendo (p-t-l)(^+ l)(r+l)... di un’u- 
nità, e prendendo la metà del risultato; poiché in questo caso la 
radice quadrata di N è uno dei divisori, c se questo si prende per 
un fattore di A’, l’altro fattore è eguale ad esso, sicché solamente 
un divisore nasce da questo modo di risolvere N in due fattori. 

Si sarà osservato che in questo teorema A’X 1 è contato come 
uno dei modi di risolvere N in due fattori. 

20". Trovare la somma dei divisori di un numero. 

Con la notazione dell’ Art. 205, abbiamo la somma eguale ad 

(1 -pad-®*-}-* ■ • (1 . . -f 6^) (1 +c+c*-|-. . . -j-c’*) • . » ; 

/ 

a PH_{ <;»•+»_! 

cioè, - . • — — r ... 

a - 1 6—1 c — 1 

208. Trovare il numero dei modi in cui un numero si può risolvere 
in due fattori che sono primi tra loro. 
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Sia il numero N = a , 'fcV... come sopra. Poiché i due fattori deb- 
bono essere primi tra loro, non possiamo avere una potenza di a 
in un fattore, ed una potenza di a nell’altro fattore, ma a p deve 
trovarsi in uno dei fattori. Similmente, b 11 deve trovarsi in uno dei 
fattori; e cosi di seguito. Quindi il numero richiesto é lo stesso che 
la metà del numero dei divisori di abc..., ed é perciò 2" -1 , in cui 
ìi ò il numero dei fattori primi diversi che si trovano in N. 

ESEMPI 1 DELLA TEORIA DEI NUMERI. 

L. Sepe? sono numeri interi, e p + q è un numero pari, al- 
lora p—q é anche pari. • ' 

2. Trovare il minimo moltiplicatore di 3234 che renderà il pro- 
dotto un quadrato perfetto. 

3. Trovare il minimo moltiplicatore di 1843 che renderà il pro- 
dotto un cubo perfetto. 

4. Trovare il minimo moltiplicatore di 0480 che renderà il pro- 
dotto un cubo perfetto. 

5. Trovare il minimo moltiplicatore di 13108 che renderà il 
prodotto un cubo - perfetto. 

0. Se la somma di un numero qnadratò’dispari e di un numero 
quadrato, pari ò anche un numero quadrato, allora il numero qua- 
drato pari è divisibile per 10. 

7. Ogni numero quadrato è della forma 5?» o fmsbi. 

8. Ogni numero cubo è della forma 7 n o 7n± 1. 

9. Se un numero è ad un tempo un quadrato ed un -cubo esso 
è della forma 7n o 7n+ 1. 

10. Nessun numero quadrato è della forma 3n — 1. 

1 1. Nessun numero triangolare ò della forma 3n— 1. 

12. Se n è un numero qualunque, a la differenza tra n ed il nu- 
mero prossimamente maggiore di n che è un numero quadrato, e b 
la differenza tra n ed il numero prossimamente minore di n che è 
un numero quadrato, allora n—ab è un numero quadrato. 

13. Se la differenza di due numeri che sono primi tra loro, è un 
numero dispari, ogni potenza della loro somma sarà un numero 
primo con ogni potenza della loro differenza. 

51 
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14. Se vi sono tre numeri uno dei quali è la somma degli altri 
due, due volte la somma delle loro quarte potenze è un numero 
quadrato. 

15. Mostrare quando n ò un numero primo qualunque, che x n — 1 
ed (x— 1)" lasccranno lo stesso resto quando si dividono per n. 

16. Se 2 p+ 1 è un numero primo ed i numeri l 3 , 2 3 , p i , si 

dividono per 2p + l, i resti sono tutti diversi. 

17. Ogni potenza pari di ogni numero dispari è della forma 8n-j-l. 

18. Ogni potenza dispari di 7 è della forma 8n — 1. 

19. Se n è un intero qualunque, n 3 — n+1 non può essere un 
numero quadrato. 

20. Se n è un intero dispari qualunque, n s -f 1 non può essere 
un numero quadrato. 

21. Se. a ed x sono interi, il massimo valore di a, r~2s* è l’in- 

a- . . o* 

tero eguale ad — o prossimamente minore di — . 

8 8 

22. Mostrare che n(n+l)(2n+l) è sempre divisibile per 6. 

23. Se n è dispari, (n— l)n(n + l) è divisibile per 24. 


24. Se n ò dispari e non divisibile per 3, allora »i 3 + 5 è divisi- 
bile per 6. 

25. Se n è un numero primo maggiore di 5, allora n 4 -l è di- 
visibile per 240. 


26. 


Mostrare che 


120 


m® m , , 

1- — — e un intero se m e anche un 

24 30 


intero. 


27. Mostrare che n 1 — n ò sempre divisibile per 42. 

28. Se » è un numero primo ed x un intero qualunque, dimostrare 
che x n ed x quando si dividono per n lasceranno lo stesso resto. 

29. Se n ò un numero primo qualunque ed N è primo con n, al- 
lora X m — 1 ò divisibile per n 3 , in cui m -~ »t(n — 1). 

30. Se n è un numero primo qualunque maggiore di 2, eccetto 
7, allora »i 6 — 1 è divisibile per 56. 

34. Se n è un numero primo qualunque maggiore di 2 ed N un 
numero dispari primo con n, allora jV" -1 — 1 è divisibile per 8n. 

32. Se n è un numero primo qualunque maggiore di 3 ed N (• 
primo con n, allora X” — JV è divisibile per 6»i. 
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33. Se n ed iV sono numeri primi diversi, e ciascuno maggiore 
di 3, allora N n ~ l — Ì è divisibile per 24 n. 

34. Mostrare che 1" + 2“ + 3" 4- ... -f (rn) n è un multiplo di n, se 
n ò un numero primo qualunque maggiore di 2. 

35. Mostrare che la 10 ma potenza di un numero qualunque è della 
forma lln o Un + 1 . 

36. Mostrare che la 1 2 ina potenza di un numero qualunque è della 
forma 13n o 13n-f 1. 

37. Mostrare che la 9* potenza di un numero qualunque è della 
forma 19n o l'Jnil. 

38. Mostrare che 1’ 1 l ra “ potenza di un numero qualunque è della 
forma 23n o 23 n± 1. 

39. Mostrare che la*20 ,na potenza di un numero qualunque è della 
forma 25n o 25n-f-l. 

40. Quanti interi positivi sono minori di 140 e primi con 140? 

41. Quanti interi positivi sono minori di 360 e primi con 360? 

42. Quanti interi positivi sono minori di 1000 e primi con 1000? 

43. Quanti interi positivi sono minori di 3‘Xi ! Xl 1 e primi con 
esso? 

44. Quanti interi positivi sono minori di 1U" e primi con esso? 

45. Trovare il numero dei divisori di 140. 

46. Trovare il numero dei divisòri di 1845. 

47. Trovare il numero dei divisori di [9, e la somma di questi 
ili visori. 

48. Trovare il numero dei modi in cui 1845 si può risolvere in 
due fattori. 

49. In quanti modi una linea lunga 100800 pollici si può divi- 
dere in parti eguali, ciascuna un multiplo di un pollice? 

50. In quanti modi quattro angoli retti si possono dividere in 
parti eguali in modo che ciascuna parte sia un multiplo dell' un iti» 
angolare, (1) quando l’unità ò un grado della divisione sessagesi- 
male, (2) quando l'unità è un grado della divisione decimale? 

51. Quante sono le soluzioni intere positive diverse di xy— 10"? 

52. Se N ò un numero qualunque, n il numero dei suoi divisori, 

» 

e 1 ‘ il prodotto di questi divisori, mostrare che /'—A' 2 : mostrare che 
A’" è in tutti i casi un quadrato esatto. 
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53. Trovare il minimo numero che ha 30 divisori. 

54. Trovare il minimo numero che ha 64 divisori. 

55. Si supponga a primo con b, e si divida la serie delle quan- 
tità a, 2 a, 3a, ... (b — 1) a per b : dimostrare che la somma dei quo- 
zienti che nascono da due termini qualunque equidistanti dal pri- 
mo o dall’ultimo sarà a— 1, o che la somma dei resti corrispondenti 
sarà b. 

56. Se un numero qualunque di numeri quadrati si divide per un 

n 

dato numero n non vi possono essere piu di - resti diversi. 

57. Esprimere generalmente i valori razionali di #ed y che sod- 
disfano 140# = y n . 

58. Se r, la base di un sistema di numerazione, è un numero 

r-f- 1 

primo maggiore di 2, vi sono — — cifre diverse secondo le quali 

fi 

terminano i numeri quadrati in questo sistema. 

59. Se un numero qualunque n si può risolvere nella somma di 
p quadrati, 2(p — l)n si può risolvere nella somma di p(p — 1) qua- 
drati . 

60. Se » è un intero positivo qualunque 2*" + 15«— 1 è divisi- 
bile per 9. 

61. Se P r dinota la somma dei prodotti dei primi n' numeri presi 
ad r ad r, 1 + P t + P t + ... + P B _ , è un multiplo di jji. 

62. Mostrare che la 100 ma potenza di un numero qualunque è 
della forma 125 jì o 125u-f- 1. 


XV. CONVERGENZA E DIVERGENZA DELLE SERIE. 

209. Nel Capitolo VII abbiamo discusso il soggetto della con- 
vergenza e divergenza delle serie. Il principale risultato generale 
che è stato ottenuto si può esprimere cosi: una serie infinita è con- 
vergente se a partire da un termine fìsso qualunque in poi il rapporto 
di ciascun termine al termine seguente è maggiore di una certa quan- 
tità che è essa stessa numericamente maggiore dell’unità; c divergente 
se questo rapporto è l’unità o minore dell’unità, ed i termini sono tutti 
dello stesso segno. Vi ò un caso al quale questo risultato non si ap- 
plica, che è desiderabile di notare, cioò il caso in cui il rapporto è 
maggiore dell’unità ma continuamente si avvicina all’unità. Si veg- 
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gano gli Articoli 94, 95, 96. I risultati di quegli Articoli sono qui 
riprodotti, ma in una l'orma differente, essendo conveniente pel 
nostro scopo attuale di riguardare il rapporto di un termine al ter- 
mine seguente invece che al termine precedente. 

210. Investigheremo ora dei teoremi che daranno caratteri di 
convergenza e divergenza pel caso in cui i caratteri precedenti non 
si applicano. Nelle serie infinito che considereremo supporremo che 
tutti i termini siano positivi, almeno da un certo termine (isso in 
poi se non dal principio. 

211. Una serie è convergente se da un certo termine fìsso in poi il 
rapporto di ciascun termine al termine seguente non è mai minore del 
rapporto corrispondente in una seconda serie che si conosce essere con- 
vergente. 

fi chiaro in questo caso che la serie proposta non è maggiore di 
una certa serie convergente; ed è quindi convergente. 

212. Una serie è divergente se da un certo termine fisso in poi il 
rapporto di ciascun termine al termine seguente non è mai maggiore 
del rapporto corrispondente in una seconda serie che si conosce essere 
divergente. 

li chiaro in questo caso che la serie proposta non ò minoro di 
una certa serie divergente; ed ò quindi divergente. 

213. Dinoti u ;l rn ,u0 termine di una serie; allora se da un certo 
valore fisso di n in poi il valore di ( — — — He sempre maggiore di 

■ l’n-i-i ' 

una certa quantità positiva che è essa stessa maggiore dell' unità, la serie 
è convergente. 

Supponiamo che da un certo valore fisso di n in poi il valore di 

n ( — - — 1 J sia sempre maggiore di y. in cui y è positiva e mag- 

' K,l a+l ' u , y it 

giore dell'unità. Allora — 11 — 1 ò maggiore di — : e quindi o 

V *'„+! " "n+t 

maggiore di 1 -|- 1 . 

n 

Ora, per l’Art. 169, si può trovare una quantità positiva p mag- 
giore dcU'unità, tale che quando n è abbastanza grande 
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sia minore di 1 -f Quindi, quando ri è abbastanza grande, — — è 
n 


mai 


[ y\ -f- 1 \ P _ 

jgiore di ( — — ) . Ma, per l’Art. 97, la serie di cui 1 n mo ter- 


mine è — è convergente quando p è positivo e maggiore dell’unità: 

quindi per l’Art. 211 la serie di cui l’ n mo termine è u n è conver- 
gente. 


214. Dinoti u H 1' n mo termine di una serie; allora se da un cerio va- 
lore fisso di n in poi il valore di n ( — — — 1 ) non è mai positivo c 

V'n + , / 

maggiore dell'unità, la serie è divergente. 

Infatti qui dopo un certo valore fisso di n il valore di — è e- 

1 1 

guaio ad 1 + - o pure è minore di 1 -f--. Ma, per l’Art. 97, la serie 
ri n 


di cui Prt™ 0 termine è - ò divergente; quindi, per l' Art. 212, la 
serie di cui l’ n 1 " 0 termine è tt n è divergente. 


213. Le regole date negli Art. 213 e 214 spesso ci abiliteranno 
a decidere sulla convergenza o divergenza delle serie nel caso no- 
tato nell’Art. 209 in cui le nostre prime regole non si applicano. 
Vi è un caso al quale le nuove regole non si applicano, che è desi- 
derabile di notare, cioè quello in cui da un certo valore lisso di n 

in poi il valore di « (—^ — 1 ) è sempre positivo e maggiore del- 
v M n+i ' 

l’unità, ma continuamente si avvicina all'unità. Procederemo ad 
investigare dei teoremi dai quali dedurremo caratteri per questo 


210. È chiaro per la natura di un logaritmo ebe se n cresce in- 
definitamente, accade lo stesso per log n. Ma è importante osser- 


vare che log ricresce molto meno rapidamente di n: infatti 


. logn 


n 


si può rendere tanto piccolo quanto ci piace prendendo n abbastanza 
grande. Infatti si supponga n~e F , sicché logn=x; allora al cre- 
scere n indefinitamente , cresce anche x. Ora si ha evidente- 


Digitized by Googl 



convergenza è divergenza delle SERIE. 1<I7 


log n x 

mente =— -= ■ 

n - x 


,r l .r® 

,+,+ [l + tl+ - 


che è minoro di 


a 2 x 3 

*-+[|+[ 5 + ' 


cioè minore di 




ed è eliiaro che questo si può 


rendere tanto piccolo quanto ci piace •prendendo « abbastanza 
grande. 


Queste osservazioni si troveranno utili nello studiare il resto di 
questo Capitolo. Adotteremo per brevità la seguente notazione: si 
dinoti logli con X(n); si dinoti log(logn) con X 2 (n); si dinoti 
log > log (log h)| con X 3 (n) ; e cosi di seguito. 


‘217. La serie di cui il tèrmine generale c 

1 

»iX(n) V\n) ... X r (n) | X r_r, (n) \ p ^ 

è convergente se p è maggiore dell'unità, c divergente se p è eguale 
all’unità o minore dell'unilà. 

Supponiamo n tanto grande che X r+, (”) pia possibile e positivo. 

I.a verità di questo teorema quando r = 0 è stata dimostrata noi- 
l’Art. 98; la dimostreremo generalmente con l’ Induzione. 

Per l’Art. 98 la serie di cui (1) è il termine generale è conver- 
gente o divergente simultaneamente con la serie di cui il termine 
generale è 

m" 

i»''X(jh")X 2 (iii") ... ’k r (ni”)\\ r+, (m u )\ p 


in cui m è un intero positivo qualunque. 

I. Supponiamo p maggiore dell’unità. Sia ni un intero positivo 
qualunque maggiore della base dei logaritmi Neperiani; allora X(wi") 
è maggiore di n. Segue da £iò che il termine generale (2) è mi- 
nore di 


nX(?i) X*(u) ... X r *( n ) | X r (n) Y' 


cosi per l’Art. 211 se la serie di cui (3) è il termine generale è con- 
vergente, accade lo stesso per quella di cui (2) è il termine gene- 
rale, e, cosi anche per quella di cui (1) è il termine generale. 
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Quindi se la serie di cui (3) è il termine generale è convergente 
quando r lia un valore particolare qualunque, essa é convergente 
quando r si cambia in r+ 1. Ma poiché p è maggiore dell’unità, 
per l'Art. 98 la serie di cui (3) è il termine generale è convergente 
quando r~ 1, e quindi quando r — 2, e quindi quando 3, e cosi 
di seguito. Cosi la serie di cui (1) è il termine generale è conver- 
gente. 

II. Supponiamo p eguhle all’unità. Sia in = 2 che è un intero po- 
sitivo minore della base dei logaritmi Neperiani; allora X(»u n ) è 
minore di n. Segue da ciò che il termine generale (2) è maggiore di 

I 

wX(n)X*(»0 ... \ r ~ , (n)\ r (n) ' 

Quindi procedendo come in I. possiamo mostrane che la seria di 
cui (1) é il termine generale è divergente. 

^ ' 

IH. Supponiamo p minore dell’unità. Allora il termine generale 
(1) è maggiore di quello che sarebbe se p fosse eguale all’unità', 
almeno quando n è grande abbastanza, e quindi a fortiori la serie 
è divergente. 

lina dimostrazione semplice di questo teorema per mezzo del 
Calcolo integrale è data r\o\\' Integrai Catculus, Cap. IV. 

• ’ * 1 ' • 

218. Dinoti u n il termine generale di una serie proposta. Se da 
un certo valore, qualunque di n in poi il valore ili 

Vi X(n)X*(n) ... X r (n) { X r+, (n) | p 

é sempre finito, p essendo una quantità (issa qualunque maggiore, 
dell’unità, la serie proposta è convergente. 

Poiché in questo caso i termini della serio proposta hanno un 
rapporto finito ai termini di una serio che è stata dimostrata essere 
convergente. 

Se da un valore qualunque di n in poi il valore di 
V* X(«) X i (n) ... X p (n) X r+, (n) 

é sempre finito o infinito, la serie proposta è divergente. 

Poiché in questo caso i termini della sèrie proposta hanno al- 
meno un rapporto finito ai termini di una serie che é stata dimo- 
strata essere divergente. 
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$19. Il teorema deU'Art. 218 si può adoperare in casi ai quali i 
caratteri già dati di convergenza e divergenza non si applicano; 
ma in generale sarà più conveniente di usare le regole che dimo- 
streremo nell’Articolo seguente. 


220. Stia P 0 per n ( — - — 1 

\Un + , 

di n in poi il valore di X(nj(P D — 1) è sempre maggiore di una certa 
quantità positiva che è essa stessa maggiore dell'unità la serie di cui 
/’n mo termine à u„ è convergente; c se da un certo valore fisso di n in 
poi il valore di X(n)(P 0 — 1) non è mai positivo e maggiore dell’ unità 
la serie è divergente. 


^ ; allora se da un certo valore fisso 


I. Supponiamo che da un certo valore fisso di n in poi il valore 

di X(n)(/> 0 — 1) sia sempre maggiore di in cui f è positiva e mag- 

v u 

priore dell’unità. Allora P.-l è maggiore di : quindi — — è 

° 1 Y V « J ' 

maggiore di 1-1 . 

n ?iX(n) 


Sia 


t\„ = 


" \ ,r 


allora 


n + I 
n 


( X(n+ l) |i* 
1 X(n) ) 


tira X (n + 1 ) = X (n) -f- X ^1 + - j 

1 t' 

X(«)+- per l’Art. 170; e quindi — — 
n v n+t 


quindi X(n-t-l) è minore di 


6 minore di 



e quindi quando n è abbastanza grande — — e minore di 

/ 1\( o) ^n+i 

( i-j- _ Ibi [, purché q sia maggiore di p: si vegga l' Art. 169. 

\ il/ [ n/dn)ì 


Cosi ~ è minore di 1 + - + -X- + -J~’, e quando n è preso 
i'„ + , n nt>{n) n 2 A(n) 

grande abbastanza l'ultimo dei quattro termini ora dati é incom- 

v 

parabilmento minore del terzo ; e quindi ■ ■— è minore di 
j r r n+t 

1 j l _ purché r sia maggiore di <j. 

n nA(n) 


Questo risultato vale comunque piccolo sia l’eccesso di q sopra 
p, e comunque piccolo sia l’eccesso di r sopra q\ quindi poiché -f 
è maggiore dell’unità possiamo supporre che j sia maggiore di r, 
ed avere ancora p positivo e maggiore dell’ unità. 
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Poiché Y é maggioro di r abbiamo 


maggiore di 


. Ma, 

.rr. ^n+l 

per l’Art. 217, la serie di cui il termine generale è t'„ è conver- 
gente quando p è positivo e maggiore dell'unità; quindi, per l’Art. 
211 , la serie di cui rn m0 termine è u n è convergente. 


II. Supponiamo che da un certo valore fisso di n in poi il valore 
di X(n)(P 0 — 1) non sia mai positivo e maggiore dell’unità. Allora 

1 

P 0 — 1 è positivo e non maggiore di r — o è negativo. In tutti e 

À( W j 

, . , 1 1 
due ì casi e minore di IH !- 


Sia 


1 


r„ — - 


■: allora 


n nh(n) 

v„ n + 1 X(n + 1) 
n X(n) 


' w+ 1 


” ?iX(n) 

Ora X(n-!- 1) = X(n) + X ^1+^ ; quindi X(n+ 1 ) è maggiore di 


I l ^ v 

X (») - 1 - 5-5 per l’Art. 171; e quindi — — è maggiore di 

n in 1 ^ ’n+i 

I -j 1 + — —r- fi quindi quando n è abbastanza cran- 

l nk(n) 2irk(n)ì 

v 1 1 

de è maggiore di 1 + - + — 


(- 1 ) 


U+l 


v n n\(n) 


t/ i' 

Cosi quando n è abbastanza grande è minore di — — . Ma , 

w n + 2 ^«+1 

per l’Art. 217, la serie di cui il termine generale è r fl è divergente; 
quindi, per l'Art. 212, la serie di cui l ’” 0 termine è u n ò divergente. 


221. Il teorema dell’ Art. 220 non si applica al caso in cui 
X(n) (•/*„— 1) é sempre positivo e maggiore dell’unità, ma si avvicina 
continuamente all’unità; allora si può adoperare un altro teorema 
il quale ancora è inapplicabile in un certo caso. Si può cosi otte- 
nére una serie di teoremi ciascuno dei quali si può successivamente 
sperimentare con vantaggio se tutti quelli che lo precedono sono 
inapplicabili. I teoremi si troveranno nell 'Integrai Calculus, Gap. iv; 
essi si potrebbero dimostrare nel modo dell’Art. 220, ma siccome 
essi non sono richiesti nelle ricerche elementari non abbiamo bi- 
sogno di considerarli qui: come un esercizio porlo studente il teo- 
rema che segue in ordine a quello dell’Art. 220 ò dato come l'ulti- 
mo Esempio in fine del presente Capitolo. 

Illustreremo le regole che sono state dimostrate applicandole nei 
tre Articoli seguenti. % 
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222. tè stata chiamata ipergeoinclrica la serie 

1 «-P «(a-H)g(g-t-l) ^ o(a+l)(a+2) g(g+l)(g+2j 

^1-Y l-2-f(Y+l) l~-2-2-y(y+\)(y+‘i) 

determineremo ora quando la serie è convergente, e quando è di- 
vergente. 

Si dinoti la serie con «„+«, +«,+ m 3 -1- •••; cosi 

ti„ __ (n+ l)(n + ^ _ 0 ' n/0 + n) 

~ <»+«><»+P = (, + ?V| + ìy 

cosi, per l’Art. 209, se ir è minore dell’unità la serie è convergente, 

e se x è maggiore dell’unità la serie è divergente. Si ponga * = 1; 

allora , n y — a2 

1+Y — a- S-f 

1 n 

/» 


K)R) ’ 


cosi se y — a — $ è positivo la serie è convergente, e se y— a — £3 è 
negativo la serie è divergente: si veggano gli Art. 213, 211. Se 
y — a — $ è zero dobbiamo usare l’Art. 220; abbiamo allora 


>'(»)(^ 0 - )) = ■ 




0 -“)(-!)' 


questo si può rendere tanto piccolo quanto si vuole prendendo n ab- 
bastanza grande, e quindi la serie è divergente. 


223. Supponiamo che 


n k +an li ~ t +l>n k ~* +ett* 3 -f. .. 


IW-I 


~n 1i +An k - , +Bn k - i - r Cn k - 3 +... 


, m cui 


n è un intero positivo, e nessun esponente è negativo; ed a,b,c,.. 
A, lì, C,... sono quantità costanti qualunque: mostreremo che la se 
rie di cui l’n mu termine è u n ò convergente, se a — .1 — 1 è positivo 
e divergente se a— y 1 — 1 è negativo o zero. 


(a - A ) n k + (b~r-B)n K ~ t -t- (c — f) . . . 

I . 


Qui 


/» = 


«- 4- / i »* -1 + »«*"* + ... ’ 

così se a — .1 — 1 è positivo la serie è convergente, e se a— A — 1 è 
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negativo la serio b divergente: si veggano gli Art. 213, 211. Se 
a — A — 1 è zero abbiamo 

_ u k + (b -B) n t-, +... 

0 n k + • + Iìn k ~ i + ... : 

possiamo ancora in alcuni casi determinare se la serie è conver- 
gente o divergente senza adoperare alcuna nuova regola, per esem- 
pio se b — B—A è negativo la serie sarà divergente per l’Art. 214. 
Ma sarà più conveniente far uso dell’ Art. 220; abbiamo allora 

«.) (/>.-!) ; 

n* + An* 1 + fin*" 2 + . . . 

questo si può rendere tanto piccolo quanto ci piace prendendo « 
abbastanza grande, e quindi la serie è divergente. 

224. Esamineremo ora lo sviluppo di (l+a - )” 1 col Teorema del 
Binomio e determineremo se esso è convergente o divergente quan- 
do x — 1 o — 1 . 

Dinoti u r l’r mo termine nello sviluppo di (1— •r)’"; allora 


w r+ì d" w r+3 + ••• 

(m — r+ 1 (m — r + l)(m— r) 

~ U r I 7 — *+' 7(7+1) J ' + 

Dobbiamo quindi considerare la serie inclusa fra parentesi. 

1. Supponiamo 1. Sia r numericamente non minore di mi; al- 
lora i termini della serie in parentesi sono alternativamente posi- 
tivi e negativi. 

Se m b positivo, 0 negativo e numericamente minore dell’unità, 
ciascun termine è numericamente minore del termine precedente e 
la serie è convergente per l’Art. 93. 

Se ni— — 1 la serie in parentesi prende la forma 

-1 + 1 - 1 +..., 

la quale è convergente secondo la definizione dell’ Art. 89. 

Se m è negativo e numericamente maggiore dell’ unità ciascun 
termine della serie in parentesi b numericamente maggiore del ter- 
mine precedente e la serie ò divergente. 
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II. Supponiamo x——\. Allora la serio in .parentesi è 

r~~m— 1 (r— m— 1) (r- m) (r — m— 1) (r— tn) (r — m+ 1) 

r + r(r + l) + r(r+l)(r + 2) 

Sia r numericamente non minore di in; allora i termini di questa 
serie sono tutti dello stesso segno. Meli’ Art. 222 si ponga a — I, 
f = r — m— 1, e y—r: quindi troviamo che la serie è convergente 
se ni è positivo, e divergente se in è negativo. 

ESEMP1I DI CONVERGENZA E DIVERGENZA DELLE SERIE. 

1. Mostrare in qual modo determinare se il prodotto di un nu- 
mero infinito di fattori n ì , u s , tt 4 , ... sia finito o pur no. 

2. Mostrare che il \alore quando n 6 infinito di 

[n n x 

(«-{- l)(:r-f 2) ... (.r + n) 

è finito eccetto quando x è un intero negativo. 

3. Mostrare che quando x b l’unità il valore di i/„ nell’Art. 222 
cresce indefinitamente con « se a+J— y— 1 è positivo. 

4. Mostrare che quando x è l’unità il valore di u n nell’ Art. 222 
b finito quando n cresce indefinitamente se a+^— ")f— 1 è zero. 

5. Mostrare che quando x è l’ unità il valore di u n nell’Art. 222 
è indefinitamente piccolo quando n cresce indefinitamente se 
a + £5 — 7 — 1 è negativo. 

6. Determinare se la serie seguente è convergente o divergente, 
x essendo positivo: 

a(a + l) , « (« + !)(«+ 2) . 

•*+“11“* ~ U + "' 

*. Se u n — — — mostrare che la serie è divergente. 

H±1 

n 11 

8. Determinare se la serie seguente è convergente o divergen- 
te, x essendo positivo: 

X 1 .r* 1-3 r* 1-3.5 X* 

I 4- - • — H- ----- ■ • 

1 23 2-45 2 • 4 • 6 1 
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10. Se «_ = — - — - 
" (n - 1)1 


9. Determinare se la serio seguente è convergente o divergen- 
te, (3 essendo una frazione propria positiva: 

1 | P(l-P) , (i + P)p(l-p)( 2 -g) 

^ i 2 ' 1 1 • 2 2 

' , (2 + g)(l+g) P(l-g) (2-g) (3-g) . 

lJ.Oi . 3 2 Ì "-" 

1> 

, in cui p e q sono positivi, determinare se 
la serio è convergente o divergente. 

11. Mostrare che se da un certo valore fisso di n in poi il valore 

u 

di ii log e sempre maggiore di una certa quantità positiva che 

u n~i 

ò essa stessa maggiore dell’unità la serie è convergente. 

12. Mostrare che se da un certo valore fisso di »i in poi il valore 

di n log non e mai positivo e maggiore dell’ unità la serie è 

U IH-I 

divergente. 

13. Determinare se la serie seguente è convergente o divergen- 
te, x essendo positivo: 

a + x t (a + 2.r)* (a -p 3,rV‘ t i \ 

1 + \T~ + [f + ■" 

11. Dare un'investigazione dei risultati dell’Alt. 222 senza usare 
l’ Art. 220 . 

« • . , • ‘ * 

15, Dare un’investigazione dei risultati dell’Art. 223 senza usare 
l’Art. 220 . 

„ «a n a + biv + 

Ih. Se — — = — - — — « = in cui a, 3, ir ... sono costanti 

« n+ i u 7 '+An(' + Iln<+... 

positive in ordine decrescente di grandezza, ed a, b, ... A, B, ... 
sono costanti qualunque, determinare se la serie di cui rii " 10 ter- 
mine è u n è convergente o divergente. 

17. Mostrare che le due serie « 0 + «i + «j + «3 + ••• 


ed — + — 
« 


«! + «!+«„ « 3 + W, + U, + « 0 

sono insieme convergenti o insieme divergenti - , u 0 ,u i ,u 2 , 
do tutte quantità positive. 


esse n - 
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18. Stia P t per X(n)(/* 0 — 1); allora se da un certo valore fisso 
di n in poi il valore di ),*(n) (P t — 1) è sempre maggiore di una 
certa quantità positiva che è essa stessa maggiore dell’unità la se- 
rie di cui l’n mo termine è u n è convergente; e se da un certo va- 
lore fisso di n in poi il valore di — 1) non è mai positivo e 

maggiore dell’unità la serie è divergente. 

XVI. FRAZIONI CONTINUE. 

225. La l'orma più generale di una frazione continua è 

b. 


Qui a t , a. t , a 3 , ... c 6, , b 2 , b 3 , ... possono dinotare quantità qua- 
lunque, intere o frazionarie, positive o negative. Le frazioni sem- 
6, b, b 3 

phci —, —, — , ... si possono chiamare componenti della frazione 
a, c s a 3 

continua. L’uno o l’altro segno si potrebbe prendere dove si trova 
± ; ma considereremo solamente due casi, cioè quello in cui ogni 
segno è +, e quello in cui ogni segno è — . Avremo così due classi 
«li frazioni continue, che chiameremo la prima classe e la seconda 
classe rispettivamente. 

Nei Capitoli Vili, e IX. ci limitammo alle frazioni continue della 
prima classe in cui ogni componente ha l’unità per suo numerato- 
re, ed un intero positivo per suo denominatore: ma daremo ora al- 
cune proposizioni relative alla forma più generale. 

226. Le frazioni ottenute fermandosi alla prima, seconda, terza, >.. 
componente si chiamano la prima, seconda, terza, ... convergente. 

b 

Cosi la prima convergente è -A ; la seconda convergente è 
b» , aJ>. 

a.±—, cioè — - - ; e così di seouito. 
a 2 a t a ì ±b i 

227. Negli Art. 228. ..232 tratteremo delle frazioni continue della 
prima classe; negli Art. 233. ..240 tratteremo delle frazioni conti- 
nue della seconda classe: in tutti questi Articoli supporremo che 
ogni componente abbia si il numeratore che il denominatore po- 
sitivo. 
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228. Si dinotino le convergenti successive con — , — , 

li 9» 9j 

Allora possiamo mostrare come nell’ Art. 106 che le convergenti 
successive si possono ottenere con queste leggi: 


Pn = a nPn-l+ h nPn-ì< 1n= a n 9 n -i + b n 9«-r 

Quindi 

Pn*-\ Pn __ b n+l 9n-l f Pn 7 J w— 1~ \ . ^»+|9n-i _ b n i Qn—1 

9n+i 9» 9/1+1 '9/t 9/t-|Z 7/t+l a n+|9/t+^n+l9/t-i 


Jf p 

che è una frazione propria. Cosi -iti — —b numericamente minore 

9/t+i 9/t 

di — — ^ n ~ < , ed è di segno contrario. 

9« 9/i_i 


Ora 


Pi__ft „®l 
9, 9 2 




ò. /j™ 


, = e questo 6 positivo. Quindi 
«i«t+ ft s 9 i9ì 

vediamo che la serie seguente consiste di quantità posi lire che sono 
in ordine decrescente di grandezza: 


P±_Pt P%_ Pi ft __P ± Ps 

9i 9 2 ’ <h <h ’ 7a 9 t ’ 9s 


? L‘ 

9« 9s 9«’ 


Questi risultati contengono i seguenti fatti per una frazione Con- , 
tinua della prima classe: 

Le convergenti di t in ordine dispari decrescono continuamente, e te. 
convergenti di t m ordine, pari crescono continuamente. 

Ogni convergente di un ordine dispari £ maggiore, ed ogni conver- 
gente di un ordine pari è minore, di tulle, le convergenti seguenti. 


229. Supponiamo ora il numero delle componenti infinito. Può 
accadere che prendendo n abbastanza grande possiamo rendere la 
differenza tra l’n ma convergente o la convergente seguente minore 
di ogni quantità assegnata; o pure può accadere che comunque 
grande sia n la dilTorenza tra l’n®* convergente e la convergente 
seguente sia sempre maggiore di una certa quantità fissa. 

Nel primo caso il valore verso del quale le convergenti d’ordine 
dispari decrescono continuamente, e le convergenti d’ordine pari 
crescono continuamente, si può chiamare il valore della frazione 
continua infinita: e diremo che la frazione continua infinita è defi- 
nita. Nel secondo caso la frazione continua infinita non si può dire 
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che abbia un solo valore; ma essa si può considerare che rappre- 
senti due valori, l’uno essendo quello al quale tendono le conver- 
genti dispari e l'altro quello al quale tendono le convergenti puri . 


•230. Se da un certo valore fìsso ili r in poi il valore 111 è mag 


T-l 


g > ore ili una certa quantità fissa positiva, la frazione continua infinita 
è definita. 

Dinoti “Y la quantità fissa positiva. 

Applicando successivamente il risultato deU'Art. 228 abbiamo 

l'n+i _ P » ^ _ j )>i _ Pt\ *bs]i bj'lt l' n i- i g n i 

^n+i -'li 'lì' ’h f h ( Ih+i 

Ora b t±ìlr~ l - 


h r*a‘Jr-i _ 


*‘r + 1 'Ir- 1 


< lr+ 1 a r+dlr ' ^’r+Uir—t a r‘-D <ì /'/r-l * ^V^r-s't ^rì-l 2 r - 1 

I 


j , a r a r+t 


a 


r-*-l 


K'Ir- 


r+l 9f i 


e questo è minore di 


ì » v-| % • . 

poiché - r ■■ «* maggiore di 7. 


*+7 “f+i 


Quindi — —è numericamente minore di -, , in cui 

c è una costante; e prendendo n abbastanza grande questo si può 
rendere minore di ogni valore assegnato. Quindi la frazione conti- 
nua infinita è definita. 

Noi qui mostriamo che la condizione stabilita ò sufficiente per as- 
sicurare che la frazione continua infinita sia definita; non si asse- 
risce che la condizione sia necessaria. 

231. Una frazione continua infinita della prima classe in cui ogni 
componente è una frazione propria con il numeratore ed il denomina- 
tore interi deve essere una quantità incommensurabile. 

Infatti se è possibile supponiamo la frazione continua commcn- 

B 

surabile, e dinotiamola con — , in cui A c I) sono interi positivi. 
B b A 

Cosi — — - — , in cui p. dinota la frazione continua infinita che 

A . a i + P« 1 b * . Ab t -Ba, 

incomincia con la componente —, Quindi p, = — ; il nume- 

ratore di questa fraziono è un intero, che dinoteremo con C: e C 

53 
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deve essere positivo poiché p, è positivo. In simil modo, se p 2 di- 
nota la frazione continua inlinita che incomincia con la conipo- 
b. /> 

nente — troviamo che o 2 =— -, in cui D e anche un intero positivo. 
a^ C 

E cosi di seguito. 


, , B C 

Inoltre — , — , 
A B 


D 

C ’ 


... debbono essere tutte frazioni proprie. In- 


fatti — è minore di — , e questa è una frazione propria; — • è mi- 

. . . 

nore di —, e questa e una frazione, propria; c cosi di seguito, 
e» 


Quindi A,B, C, D, ... formano una serie d' interi positivi, che sono 
in ordine decrescente di grandezza, e non pertanto infiniti di nume- 
ro: questo è assurdo. Quindi la frazione continua inlinita non può 
essere una quantità commensurabile. 


232. Se alcune delle componenti di una f iasione continua infinita 
non sono frazioni proprie, ma da una certa componente in poi tutte le 
altre sono frazioni proprie la frazione continua infinita è incommen- 
surabile. 

Infatti supponiamo che ^" +ì e tutte le componenti seguenti siano 

^/ItI . ^ 

frazioni proprio, allora per l' Art. 231 la frazione continua infinita 
che incomincia con — 1 incommensurabile; dinotiamola con r. 

a »+t 

Come nell' Art. 228 abbiamo 

Po _ a „Vn-\ + KPh-ì 
In ««'/«- 1 + ’ 


ed il valore della frazione continua si otterrà cambiando a n in 
.. + »; sicché «so è cioi ,, jV+JVj. Qup „ 0 

K+*)},.i + M»-! 9«+ x ?«- 1 

• Pn Pn , 

non può essere commensurabile a meno che non sia — = — — , e 

'In <ln-\ 

n p p 

questo per mezzo del valore di — conduce a = --- ; c cosi 


< hi 


In - 1 hi- i 


11 11 

arriveremmo a — - = — . Questo è impossibile, non potendo avere 
9* 9i 

V=0 o b ì -0. 
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233. Una frazione continua della seconda classe in cui il denomi- 
natore di ogni componente eccede il numeratore almeno di un'unità, 
ha tutte le sue convergenti frazioni proprie positive che sono in ordine 
crescente di grandezza. 

b. 

La prima convergente — è una frazione propria positiva per ipo- 

Ct j j) 

tesi. La seconda convergente è — ; e siccome — ò una fru- 
ii» a» 

a *~n 

°ì b » 

zio ih; propria, ed a f eccede 6, almeno per l’unita, a t * e jposi- 

*» 

tiva e maggioro di b t \ e così la seconda convergente è una fraziona 

’ . , b. 

propria positiva. La terza convergente si può dinotare con — 

S b. 2 “l 

in cui — sta per , sicché -- è una frazione propria positiva 

«i _ b :t *i 

«2 — • 

«3 

per la stossa ragione ciie la seconda convergente è tale: quindi per 
la stessa ragione la terza convergente é una frazione propria posi- 

b 3^ 

tiva. La quarta convergente si può dinotare con in cui — 


dinota una frazione della stessa forma della terza convergente, la 
quale è perciò una frazione propria positiva: quindi la quarta con- 
vergente è una frazione propria positiva. E così di seguito. 

Ancora: come nell’Art. 228 troveremo che lo convergenti suc- 
cessive si possono ottenere con queste leggi: 

Pn a nPn— I ~ b pPn-1 ’ tu ~ a n t ln-l b ntn—f 


Quindi 


_ Pn h „ . 1 7/,~l ( Po _ P„-> \ . 

'ÒHI 9» '/„ +( V/« t„-J 1 


così -■ '* * * ■ — — è dello stesso segno di 

'/«+! <l n <tn In - 1 ’ 

# -v P’> Pi ^1 

Ora — — - — 1 e questo è positivo. >eguo 


da ciò clic — , — , ... formano una serie di frazioni proprie po- 

<1 1 V* ''/il 

sitive in ordine crescente di grandezza. 
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234. So il numero delle componenti è infinito le convergenti 
formano una serie infinita di frazioni proprie in ordine crescente 
di grandezza; e così i termini non eccederanno mai un certo va- 
lore fisso ehe è al più l’unità. Possiamo dire adunque cbe una fra- 
zione continua in/inila della seconda cla.se in cui il denominatore di 
ogni componente eccede il suo numeratore almeno per l'unità è definita. 

235. Mostreremo ora che p n e q n nell’Art. 233 crescono con n. 

Infatti p n — p n _ t = (a„— i )/>„_ t — b n Pn- ora « n . , è almeno tanto 
grande quanto ò„; quindi p n è maggiore di p„_, se p n _, è maggiore 
di e così di seguito: e p s è evidentemente maggiore di p,. 
Così p n è maggiore di p n _,. Similmente q n è maggióre di q n _ v 

230. Se in una frazione continua infinita della seconda classe ogni 
componente lia il suo numeratore non minore dell'unità ed il suo de- 
nominatore maggiore del suo numeratore per l’unità, il valore della 
frazione continua infinita 1 l'unità. 

Qui abbiamo sempre a n — h n 4 1; quindi per l’Art. 233, 
sicché Pn-Pn-l ~ 

Ora p, = 6, ,p,= a,6, = + 1 ) 6 ,; così p,— p | = 6,6,. Quindi ot- 

teniamo successivamente 

= Pi-Ps= b t b i b 3 b i Pn ~~ Pn-ì ~ b l b ì ■■■ b n- 

Quindi, con l’addizione, 

/’„ = &! f b , b i J t- b ,b t b s+ + b i b i b s ■■■ b ,r 

Similmente abbiamo q u — q n _ t = b u (q n _ t — q u _ ,). Ora q, — 6, 4 1 , 
7, = (6,+ 1)(6, + 1) — 6,; sicchò (/j — 7, = 6,6,, Quindi ottoniamo 
successivamente 

1s~Qt- b i b i h 3' f U~'h- b i b i b 3 b v ••• • ‘ln-1»-i- b t b ì b s ••• b n‘ 

Quindi, con l’addizione, 

q n — \ + 6, + 6,6,4-6,6,654- ... 4 0,6,6, ... 6„ 

Così, 7, ,=/>„+ li «-- = ” , - Ora p„ per la nostra ipo- 

•In Pn' i> 1+ J_ 

Pn 

tesi non è minore di n, e così si può render tanto grande quanto 
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ci piace prendendo n abbastanza grande; quindi — si può far dif- 

9/» 

ferire dall'unità per meno di ogni quantità assegnata: e possiamo 
quindi dire che il valore della frazione continua infinita è l’ unità'. 

237. Si sarà veduto che l’ investigazione dell’Articolo precedente 
stabilisce qualche cosa di più di quello che è contenuto noll’enun- 
ciato che usammo per semplicità. Lo condizioni essenziali sono 
che a H =b n + 1 per tutt’i valori di n; e che p n debba crescere inde- 
finitamente con n. È sufficiente per l’ultima condiziono che b n non. 
sia mai minore dell’unità, ma non necessario. La condiziono ne- 
cessaria e sufficiente si è che la serie infinita di cui lVn mo termine 
è b t b t l) 3 ... b m sia divergente; questo si assicurerebbe per esompio 

, m . „ 

se b = si vegga 1 Art. fi / . 

m m + 1 co 

238. Se il denominatore di ogni componente eccede il suo numera- 
tore per più dell'unità mentre il denominatore di ogni componente ec- 
cede il suo numeratore almeno per l’unità il valore della frazione con- 
tinua infinita è minore dell’unità. 

Supponiamo, per esempio, che a i — l> i ^-p in cui p ò positiva o 
maggiore dell’unità. La frazione continua infinita è equivalente a 

— , in cui p ò una quantità positiva che rappresenta la 

_ K 

1 °ì+P~ p ft 

fraziono continua infinita che incomincia con la componente — . 


Ora p non può eccedere l’unità per l’Art. 231 ; quindi — — è 

e s + P - P 

una frazione propria positiva; e quindi come nell’ Art. 233 vediamo, 

clic — è una frazione propria positiva. 

6 . 

a i 

h t +P- ? 

239. Una frazione continua infinita della seconda classe in cui ogni 
componente è una frazione propria con il numeratore ed il denomina- 
tore interi, ed in cui il valore della frazione continua infinita clic in- 
comincia con una componente qualunque è minore dell’unità non può 
essere una quantità commensurabile. 

Infatti se ò possibile, supponiamo la frazione continua commen- 
surabile, e dinotiamola con in cui .1 e lì sono interi positivi. 
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in cui p, dinota la fraziono continua infinita che 


Così - 1 

A . a, ~P' ” b, a.B-b.A 

incomincia con la componente — . Quindi p, = — — ; il nume- 

ratoro di questa frazione è un intero che dinoteremo con C \ e C 
deve essere positivo poiché p, è positivo. In simil modo, se p 4 di- 
nota la frazione continua infinita che incomincia con la compo- 
ni, D 

nento— • troviamo che p*=~, in cui 1 ) è anche un intero positivo. 
o s ‘ - C P 

E così di seguito. 

Inoltre j ... debbono essere tutte frazioni proprie per 

ipotesi. 


Quindi A , lì, C, I), ... formano una serie di interi positivi, i quali 
sono in ordine decrescente di grandezza, e non pertanto in/inili di 
numero; questo è assurdo. Quindi la frazione continua infinita non 
può essere una quantità commensurabile. 

L’Articolo 232 si applica qui ancora, con la condizione dell'enun- 
ciato noi E Art. 230. 

• . Ì , 1 f 

1 • • . • • 

210. Abbiamo supposto neU’Articolo precedente che la frazione 
continua intinita clic incomincia con una componente qualunque 
sia minore dell’unità. Per gli Art. 230, 239, questo sarà sempre 
assicurato eccetto nel caso in cui da una certa componente fissa 
in poi il denominatore di ogni componente eccede il numeratore 
per l’unità. 


211. Per un esempio di una frazione continua infinita definita 

• b 

della prima classe, supponiamo che ogni componente sia —, in cui 

*(l • - ; 

a e b sono positivi. Si dinoti la frazione continua con r; allora 




sicché t — 


2 a + i ’ 


quindi x 2 +2a« — b=0; quindi :c = — adt ^/(a 2 4 b): 6i deve prendere 
il segno superiore, poiché la fraziono continua é positiva. Così, 
transponendo, ottoniamo 

\/(«* + b) — a -\- — 
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Questa forinola dà varii modi per esprimere una radice quadrata 
nella forma di una frazione continua. Per esempio, si prenda ^/17. 
Possiamo porre 17= 10+1, o pure = 9 + 8 , e cosi di seguito. Cosi, 



8 



2-12. Per un esempio di una frazione continua infinita definita 

e ^ 

della seconda classe, supponiamo che ogni componente sia — , in 

2a 

cui a e 6 sono positivi, e 2ct eccede b almeno per l’unità. Si dinoti 
la frazione continua con x\ allora 



sicché 



quindi x i — 2ax +6 = 0; quindi ,r = a± ^'(a 4 - b). Si deve prendere 
il segno inferiore, poiché col segno superiore abbiamo un risultalo 
maggiore di a + a — b, cioè maggiore di 2 a — b, che 6 maggiore 
dell’unità: ma la frazione continua infinita non può essere maggiore 
dell’unità, por P Art. 234. Così, transponendo, otteniamo 


\/(« s — b)— a 



243. Nell’ Art. 228 abbiamo 


I’ *7/1— I "b ^«9/i-il 

e ncll’Art. 233 abbiamo simili relazioni col segno + cambiato in — . 
Ora supponiamo che i valori di a n e b n siano dati per tutt’ i valori di 
n, e che /), e p t e <j, e </ 2 siano stati ottenuti; allora dalle relazioni 
generali precedenti possiamo determinare successivamente/ij.p^/ij, 
...e ... Alle volte possiamo con artificii particolari sco- 

prire una tale legge di formazione dei termini successivi da abili- 
tarci a dare espressioni generali per p n e q n : un esempio si è in- 
contrato già nell’ Art. 236. 0 pure una legge si può vedere per ten- 
tativo che ha luogo, e si può verificare con l’induzione. La ricerca 
delle espressioni generali per e q n appartiene però ad un ramo 
superiore delle matematiche, cioè al Calcolo dello Differenze Finite. 

■ Si può notare un caso particolare. Supponiamo che a n e b n siano 
costanti pertutt’i valori di n: si dinoti la prima con a, e la seconda 
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con b. Allora abbiamo p. = a;j._| +6/) n _ s ; e vediamo per mezzo 
dell’ Art. 13'J che p n è eguale al coefficiente di j -" -1 nello sviluppo 
secondo le potenze ascendenti di x di 


Pt + (Pt- a / , i)- r . 

1 - ax - bx 1 ‘ 


inoltre p,~b. e p i ~ab, sicché questa espressione diviene 

b 

4 — « r — bx 1 ’ 

Similmente, q n è eguale al coefficiente di x n ~ l nello sviluppo di 

7i+(«?t- a g|)- r . 

1 — <*.r — bx * 


inoltre <•/, — a, e q t — u ì + b, sicché questa espressione diviene 

a Jrbx t 1 1 

1 --ffl.r — à.r- ' 1 ril-M- &j*4 .r 


244. Mostreremo ora in qual modo convertire una serie clic ha 
un numero Unito di termini in una frazione continua. 

1 X , i ‘ ® 

La serie 1 q é identicamente eguale aduna 

“• u l « t 11 a 

frazione continua della seconda classe con n + 4 componenti, in cui 


1 il m X 

la prima componente é — , la seconda è — - 

. U* ,r «. V o X + W ! 

la r raa è — . 

Questo si può dimostrare con l'induzione. 

É chiaro che — = — ; 


, e generalmente 


i 1 x i 

e che — + — ; — ; 

«• ,, U 0' C 
0 ««x + u, 

ammettiamo che il teorema valga quando vi sono n-fl termini 
nella serie: mostreremo allora che esso reggerà quando vi sono 
n + 2 termini. 
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Infatti si muti « in «_ ” - ; allora — si cambia in 

-si ®n 

, . /(V4« n+1 ) , a-” a-" 4 * 

; — - , cioè irt — — " - , cioè in 1 ; sicché 

„ U »* v n u » + i l 'n «*+1 

11 n' 1 ' ”b* !, n+i 

un altro termine si è nel fatto aggiunto alla serie. Inoltre se il cani- 

?/ 

biamento di u„ in w, - si fa nella frazione continua con 

V+«w 

n-f 1 componenti otteniamo una frazione continua con n-f 2 com- 
ponenti formate secondo la stessa legge. 

Quindi se il teorema vale quando la serie ha n-f 1 termini esso 
vale quando la serie ha n-f 2 termini; e si è mostrato che esso vale 
quando la serie ha due termini: quindi cssq vale in generale. 

24ò. Possiamo dedurre il risultato seguente daquello dell’Art.244 
semplificando le frazioni che vi si trovano; o pure possiamo stabi- 
lirlo direti amente nel modo dell’ Art. 244: la serie 


1 .r .r 2 

1 1 

IV’. IV’.l), 




è identicamente eguale ad una frazione continua della seconda 

, , ...... .4 

classe con n-f 1 componenti in cui la prima componente è — , la 

r .r r ,x ’ o 

seconda è — - — , e generalmente la r” 1 ® è — — — . 

.r + r, * + Vi 

24fi. Nelle identità degli Art. 244 e 245 possiamo se ci piace 
cambiare il segno dir; si prenda por esempio l’identità dell'Art.245; 
quindi otteniamo il risultato seguente: la serie 


- ... + 


W* 


è identicamente eguale ad una frazione continua della prima classe 

1 

con n-f 1 componenti, in cui la prima componente è — , la secon- 

.1 ’ o 

da è — 5 — , e generalmente la r m8 è — r — — . Questo risultato si 
~ x 


può anche stabilire direttamente nel modo dell’Art. 244. 
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247. Negli Art. 244, 24 d e 246 possiamo supporre n tanto grande 
quanto ci piace purché la serie rimanga convergente; ed allora 
possiamo trasformare una serie infinita convergente in una fra- 
zione continua infinita. 

248. Una formolo molto importante su questo argomento è do- 
vuta a Gauss. Si dinoti la serie infinita ipergeometrica deU’Àrt. 222 

con F(a,0,Y); allora Gauss ha trasformato ì. ’ ^ + j n una 

F(a,p,f) 

frazione continua infinita: la trasformazione reege purché F(a,0,Y) 
ed F(a,0 + 1, 7+1) siano entrambe convergenti. 

La parte essenziale della dimostrazione consiste della seguente 

, . . F(a,0 + 1.Y+1) „ 

relazione: si ponga : per — — - — - — ! -, allora 

*(«,§.7> 

1 


1 - 


1 - k ì z ì 

■ i - , «ìY — $) x , (3+1)(y + 1 — «Vr , . , . 

ni cui - — ■ — — rr-, k ì= , e 2 . è ciò che divie- 

T(Y + *) (T + 1XT + *) 

ne 3 quando in z si cambiano a, 0 , 7 in a + 1, 0 + 1 , 7 4 . 2 rispet- 
tivamente. Questo ora mostreremo. 

Nella serie per F(a,0,Y) si muti 0 in 0 + 1, e y in 7 + }, , e si 
sottragga il valore primitivo: cosi otteniamo 

F(a,0+l ,7+1 )-F(cc,0,y) F(a+i, 0+1, ■'+2)... ( 1 ) 

Similmente abbiamo 

F(a+1, 0, Y + l) — F(«,0 F ( 7 . H , 0+1, y + 2),.(2) 


Da (I) con la divisione 


YCYb 1 ) 


j _ 1 ^ F(a + 1 . 0 + 1 , 7 + 2) 

3 1 F(a, 0+ 1, y+ 1) 


(3). 


Da (2) con la divisione dopo di aver cambiata 0 in 0 + 1, e Y 
in y+ 1 . 

F(a, 0+ 1, y+ 1) 


1 - 


F{ a + 1, 0 + l, T + 2)“ A '* Ss 


• (4). 


Da (3) e (4) otteniamo il risultato richiesto. 
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Allora la fraziono continua per s si può prolungare per mezzo 
della relaziono 


1 



"3 

1 — k i z i 


e cpiesto si può prolungare a piacere, i termini generali essendo 


(a + r— i)(y + »'~ t — (2)j; 

(v + 2r-2)(v -t- 2r - 1 j ' 

(§4 r )(7 4-r-a)* 

(7 4 - ir - 1 Ky + Zr) ' 


Fio. 4 r, {3 + r+ 1 , 7 + 2 r«f 1 ) 

' 2r F(n + r, g-s-r, y + 2 j*) 

Supponiamo da per tutto che le serie infinite siano convergenti: 
non potendosi impiegare (1) e (2) senza questa condizione: si ve- 
drà [>er l’Art. 222 che se il numeratore o il denominatore di 3 è 
convergente allora tutte lo serie infinito che si considerano sono 
convergenti. 


Quando r è infinitamente grande z* r non differirà sensibilmente 


dall’unità. 

Infatti 


1 -f- .t,.C -f ,-lj.C 2 f ... 

1 Ii t x 4- 4- . . . ’ 


(a 

in cui fì t = i 


>')((> + r) „ (a + 4- l)< p + r 4- 1); 
l(T + 2r) * ’ 2 "" 2 (y 4 2r-p 1) 

od A t , . 4 j, ... si possono ottenere da B tt ZI,, ... rispettivamente 
cambiando £ in r p + \ e 7 in 7 t 1. 

.-I .-1 ì ■ i.ti. 

Cosi ... si possono considerare tutte eguali all' unità 

B 1 »j 

quando r è inlinitamcnte grande; 0 cosi per l’Art. I ti 2 possiamo 
considerare z tr eguale anche airunità. 

Poiché z., r si può considerare essere l'unita l: tr z ìr diviene seìn- 
plicemente /, Jr . 

. \ 

Cosi 1 è trasformala in una frazione continua infinita. 
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• vT" 

v'i9. Per un caso particolare si ponga —= invece di x; indi sup- 

ci'p 

poniamo che (3 = a, e che a cresca indefinitamente: così il deno- 
minatore di s diviene 

x 2 a-* j ° 

+ » -2 -7(7+1) " 1.‘2-3. T ( T +1)(y + 2) + 

che dinoteremo con il numeratore si può ottenere dal dono- 
minatore cambiando y > n 7 + !• 


Inoltre À 2I ._, diviene 


e k ìr diviene 


(7 + 2 r — 2 )(y-f 2 r— i) ’ 

x* 

(Y+2r — 0(7 + 2r)" 


Così finalmente — è trasformata in una frazione continua 

A Y> 

. , 1 x* 

mlinita — ■ m cui . 

j + Ih (T + «> - 0(7 + ,n ) 

i +r a_ 

i+... 

Questo risultato si può ottenere indipendentemente nel modo 
dell’Art. 248; poiché abbiamo 


A 7 ) - A T + 0 = - (Y — } A'7 + 2)5 cosi 

A 7 ) x' 2 A 7 + 2) 

= 14 - — — — ; e cosi di seguito. 

A7 + O 7(7+0/17+0 

2ò0. Nel risultato dell'Articolo precedente si ponga per 7 ed 


>J 

-• per x 


f(Y 4 1 ) ,.!/ _ 

'• Allora si troverà che — diviene — ,, — — „ ; celie 

Av) y(c y + e J ) 


. y* 

diviene- — - — Moltiplicando per y e semplificando le frazioni ot- 
ìm ~ 1 ,.y_ e -y 

teniamo finalmente per — - una frazione continua infinita della 

' +tj ,, <r- 

pnma classe in cui la prima componente è ~ , la seconda è , e 

1 3 


generai monte la r ma ò — : — 
2 r — 1 
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F«r y si ponga — r in cui m ed » sono interi positivi: allora sem- 
n m tn 

e* —e 

plilìcando le frazioni otteniamo per una frazione conti- 

1 1 m m 

mia infinita della prima classe in cui la prima componente è — , la 

J , m 2 , , , m 2 n 

seconda è — , e generalmente la r mn e . 

3ii a (2r-1)n 

Quando r è grande abbastanza (2r — i)n eccede m 2 ; quindi per 
l' Art. 232 la frazione continua infinita che incomincia con una con- 
venevole componente è incommensurabile; c quindi l’intera fra- 
* 111 

ziono continua è incommensurabile. Quindi e n è incommensurabi- 
le per tutt’i valori interi di m ed n. 


ESEMPI I IH FRAZIONI CONTINUE. 

1. Trovare il valore di ó ! — . 



( i 1 | 2 ( 1 1 ì 2 

2. Mostrare che !« + ■- — f-fn— - — r f =2. 

I. 2)1+2»+...) ( 2»— 2)» — ...) 

3. In una frazione continua della prima classe ogni componente 

, * 

e - : mostrare che Pi H . t ~b(j ir 

4. In una frazione continua della prima classe ogni componente 


è - : trovare i valori di p H o q n . 


5. In una frazione continua della prima classe se a n = b n — n, 
mostrare che p n + <?„= '» + 1 . 

6. In una frazione continua della prima classe se /q 14 ., = i+a„. 

mostrare che P,,- &«+,?*_, = ■)<,,(- 1)". >l n - in 

cui A e B sono costanti qualunque sia ». 

7. In una frazione continua infinita della prima classe l'» n ' a 

componente è — * ■ *, ■ : mostrare chcy>„ (n l | I / M I . 
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8. Mostrare* die c -x si può trasformare in una frazione conti- 

\ 

nua infinita della prima classe in cui la prima componente è - , la 

x (r — 2)x 

seconda e , e generalmente la r ma e — — • 

1 — x r — 1 — x 

9. Mostrare clic log 2 è eguale ad una fraziono continua infinita 
della prima classe in cui la prima componente è j , la seconda è-, 

e generalmente la r m * ò - — . 

1U. Ottenere dall’ Art. 2-18 una frazione continua infinita della 

1 

prima classe per -log(l -fa - ). 
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ìv. 13. 

(r+i)(r+2)(r+3)(r+4) 

H. jj f. 

ir (n— l)(2n— l)(3n— l)...|(r-l)n— 1 1 r 

1 J • ■ ■ ■ 1 — — — ■ ■■ x . 


46. — 


n r (_r 

(p-l)(2p-l)(3p-l)...{(r-l)j>-l| 

Ir 




9 r 


n. i±ì^±) ( -,)V. 18. 

' [_r3 r 

n . 1 - 5-9...(4r— 3) r 
20. -n x r . 


19. '•0-H...(2p + 5) ^ 


Ll 

„ 423 12-13 1 78 

28. 2° e 3 termine - X ^ = r- 29. 3° termine^— — — — = 

1 3 3 1-2 5* 2;> 

.. 3-4-3-G/5\* 9375 

30. o° e 6° termine ^ — . — {-) — 

|_4 \7 / 2401 

31. 3° termine = —~ . 32. Se »i=l il 2° ed il 3° termi- 

ne sono i più grandi; se n=2 il 2° termine è il più grande, e per 
tutti gii altri valori di n il primo termine ò il più grande. 

11 • 12-13 n-4-1 

33. — . 31. Sesto termine. 37. — — (2n s -f4»i-t-3). 

I O 

38. Il coefficiente di x v ù ''' — — ; il coefficiente di. r ir+l 

2 a* [jr 

si ottiene dividendo questa espressione per a. 


n. (l-^)"*. Cioè, v '2. 42. JJ2-. 

\ 2/ ?» n 


2n(2»i-f 1) ... (2n4-r— 1) 
4.i. - 
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V. I. 6 . 2 . — 16 . 3 . 2 *- 3 *+ 2 7 • 3 + 2 s - 3 3 + 3 l — 1905 ; 

4 . 3 . 5 . - 2 9 - 5 + 2 ®- 3 3 - 5 - 2 * - 3 *- 5 . 

f 9* 93 91 2 J | 


f | | 0 | 4 ’ | » i ~ | C 1 | 

' iUH + LIHI2 + 11 Li Li + ilH + GIF'' 

7 . 2 * • 5 • 7 2 — 2 5 • 3 • 5 * • 7+2 • 5 S . 8 . -61 


9 . - 20 . 


13 . 


15 

35 63 37 

ii. 

1 

„ 35 

' 8 

' T ¥~ - T' 

“ 4' 

12. -3+6+15+ - 

3-7 
OS ’ 

7 • i lè 19\ 

oio / 

. 50. 

15. 

n 4 +6/i 3 — 13n s +6;i 
24 


16 . L’espressione è | ( 1 +ar ) (1 — x) S J 7 . Quindi il coefficiente è 

7-6-5-4 7-6-5 14 7-6 14-15 7 14-15-16 1 4 - 1 5 - 1 G - 1 7 

■+-t= r +— --T-r-f-r 7~x f- 


+ 


[3 11-2 1-2 1 [3 Li 

17 ,»+l 18 »(»-!) (»- 2 )(n- 3 ) 3t H (n-l)...(n- 4 ) 

ti liti 

n(n-l)...(n- 5 ) ^ n (w-l)...(;t- 6 ) ^ »(»-!)... (w - 7) 08 


2*3 + 


19 . 0 . 


[6 " w ' 18 
20 . 5 a 3 < -p 2 ()a 1 a 1 a 3 3 + 10 a 1 s flj s ; 


«(»- 1 j(iì- 2 ) n(n— !)...(?»— 3 ) 

n u ° h, °* ^ r a " °i “*• 

n(n-l)...(n- 4 } b 3 o* 

-1 QJ «0 "• -J- 2 +~- 

24. ma a + m(m—i)a ì a t + 1 ^^- — — —a, 3 . 25. 20. 

LI 

26. -210. 27. 1260; 28. 12600. 

29. q”+Htt"-H6+c)+- l( ^ ) a w -»(ft+ c )«-(- W(w ~. > y n ~ 2) a»-a 


1-2 


13 


( 6 +c ) 3 


30 . !K.n-l)(n- 2) rfB . 3 J 10 _ Ul_ 

13 v ! Il 3 1*4 Hll 4 " 


m 
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'i 3 3 


3lj. « 1 a~ i lu‘~(u ì c—a 3 0 i i 


-('la~ 3 bc~a *&■'). r s 1 (« —s e*’~3a *!»*<• u s 6 < ).)- 4 . 


37- 1 — H.r-(- 


n(n— 3) >i(n—i)in ~ I) 

2~ J " (T 


-d-\ 


38. Si può dimostrare per induzione. 39. Per la prima parte 
si ponga x=l. Per la seconda parte, dinoti S la serie, sicché 

.S'=ra,-|-2(t 2 -f 3«j+ + nr«, ir ; e siccome i coefficienti dei termini 

equidistanti dal principio e dalla fine sono eguali, por l’Es. 3S, 
.. ,-f «r« 0 . Quindi, per addizione/ 

25=nr|a 0 +a, . . . Hi,,,} ~nr{r + 1 )". 


ll).(l+x+.r ! )' , =a # +a J x-fa jr r 2 +...-}-a 2 n _ 2 i' 1 '''*+« Jn _ v r w-, +«j /i .T 2 "; 
si muti il segno di x, e, poiché i coefficienti dei tèrmini equidistanti 
dal principio e dalla fine sono eguali, abbiamo 

Si moltiplichino insieme, e si scelga il coefficiente di j 5 "; questo 
sarà perciò eguale al coefficiente di .r 2 ” in 

(l-j-X4-x®)"(l— x+x*)", cioè, in (l+.r*-[-.r*)' t . 


Indi si pónga a u 4 per a* 2lt , a, 2 per a ì ìn _ ì ,... e si divida da ambe 
le parti per 2. 

VI. 1. Questo è un esempio deU’eqimzionè (1), Art. SO, in cui 
m=(x+l)(x— 1) ed n=x*. 


2. log (x + 2/i)x- log (x+/i)*=log j 1 — 


/,* ) 


I (x-h/p 1 ! 

5. log(3+3x-fx s )x— 3 log( l+r)-log| 1 — — - - — 

( it-f-xr) 


. 3. Si vegga l’ Es.l. 


(i. Dobbiamo 


trovare una serie per 

log (x+1) — 


4x 

2.r+l 


lo o r 


2x— 1 
ir f 1 


logi.i — 1 1, 


/ 1\ 2x— I / 1\ 

cioè, per log ^1+ -J + log^l J, cioè, per 

2x / 1\ 1 , , + x / jf\ n J r 2 x 3 \ 


t-- 

X 
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VII. 1. La serie =- j- 5 — | ^ etc.]-; convergente per 

a (x x+a x+2ft ) 

l’Art. 93. 2. Divergente se x>l, convergente se x<l. Se x=l il 

2/1-}- 1 1 

termine generale è — — , che è e la serio è divergente. 
n*+ 1 n 

3. Convergente se a > 1 ; divergente soa<l. Se a=l la serie è 
evidentemente divergente. 4. Divergente se x>l, convergente 
se x<l. Se x~l la serie è evidentemente divergente. 5. Lo stesso 

1 1 1 

risultato come nell’Es. 4. 6. La serie è >1 + ; — - + - — - +7 — , etc., 

*1+2 1+3 1 + 4 

e quindi divergente. 7. Divergente se x>l, convergente scx<l; 
se x=l, evidentemente divergente. 8. Risultati gli stessi come 
nell’Art. 97. 9. Divergente se x>l, convergente sexel; se x=l 

si ha una serie discussa nell’ Art. 97. 10. Convergente se x< 1, 

divergente se x > 1 ; se x = 1 i risultati sono gli stessi corno 
nell’Art. 97. 


3 + D + 7 + 9 1 + 2 +1 + 1 + 1 + 

1111111 

2 + 4 + 3 + 2 + 1 + 2 + 1 1 0 

4 1 11111111 

+ 4 + 1 + r+ 1 + 2 + 3 + 1 + 3' 


3 22 355 


5. -, 

1 

7 ’ 113' 


IX. I 

2 -3 

■ r r 

14 

' IT’ 

17 

IT' 


4 11 

15 


' 1’ 

i* T 

’T 


. 4 

9 13 

48 


I’ 

2’ T 

’ IT 


5 

26 

265 

1351 

' 1 

» r » 

51 

’ *260 

c, 7 

22 

29 

51 

y, -, 

i 

1 3 ’ 

T’ 

1 


1 7 8 39 

’■ 4’ 29’ 33’ TgT ’ 
n 3 19 117 721 
f 6 ’ 37 ’ 228' 

,1 4 1? 268 HI! 

4 ‘ Ì’T ’ ’65 _ ’’&28 ' 

5 .51 515 5201 

ì" Io’ Uh’ 1020' 
672734 

S ' 1 ’ 1 ’ T ’ "9 ' 

10 201 4030 80801 

1 0. — , — , , . 

1 ’ 20 ’ 401 8040 
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i 1 1 a 2a*+I 4o 3 +3o 8a*+8a*+l 

^ 2a + 2a+ 2a + "’ 1 ’ 2 a ’ 4a*+l ’ 8 a 3 t4a 

. n , 1 1 1 1 a — i a 2«*-a-l 2u 2 — 1 

1 + 2(o-l)+ 1 + 2(a-l)+ 1 ’ 1 2a-l 2« 

13 a 1 1 1 1 a 2a+l 4a*+3o 8a*+8a+l 

' 2 + 2a + 2 + 2a ” T ’ 2 ’ lati ’ Sa t~l ‘ 

14. a— 1 + — ! ! ... 

2 + 2(o-l)+ 2+ 2(o-l)+ 

a — 1 2a— 1 4«*— 5a+l Su* 8a+l 

2 ’ 4a— 3 ’ Sa -4 ' 


[13 o 14 sono legati tra loro, poiché o 2 — o=(o— l)*+o-l]. 


Io. 


256 

TP 


16. 


1520 

"27p 


18. 


1 


ed 


1 


(44)* 2(49)* 


20 . 


1 


e il 


1 


(24i);* ' 2(2111)* 


21 . 



Qi] — - ■ — 

2(2885)* 


26 1 * 

2 * T 


13 42 

30 ’ 97" 


_ 485 
27. — . 
396 



211 

1549 251 

114 

17 

V2. 

28. 

— — . 29. 


30. . 31. — . 32. 

80 

360 ' 360' 

41 

114 

33. 

Radice positiva di x*+2x- 

-2=0. 34. Quella di 7.r*— 8x— 3 

=0. 

35. 

Quella di 7x*+&r— 3=0. 

36. Quella di 59x 

*-319xt431 

=0. 

X. 

> m 


2. j 3(— 1)“ 



3. 

_( i_J_. 


4. ±1-,“. 




(*2 < 2 n ~ t 

2.3' ,+l ) " 

1 -p 



5. 

(H+ì)X n . 

6. (7«+5) (3j-) h . 

.7. (h+1) 3 j 


8. 

\ 

u 

w 

! 

4M 

• 

9. 1+2*+**- 4 

IX 3 - 1 la 4 ... 


10. 

1 X 3.4* 

x s 1j* 

1 X 

a 3 a 4 


— -L. — -4- — 

2 2 4 

+ T + T" 

' a* a* 

a 3 a® 


12. 

l+jM+p(p— 

l>*+(p3-2 i . 

*+l )-4 HpO> s -.V- 

t)H 2),/ 4 ... 




1 ì 




IO. 

a — 1 \l -r x 

1+a'V" 





( , 1_ / J 1_ 1_ 4 1 \ 

(1— a)*\l+&' 1+ox 1 +a"x ~ 1 \ n n ' , x) 
15. a— 1, 6=11, c= 1 1 , (f=l, c=0. 
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'• rò <>*+***. 


' l-l0.r+21.r* 
4. x minore di 

4 

- _ b A- ». 

1 • c>» gn ’ ' ' • 


XII. 3. 1 _• 


i 


1+M 


; !• 


I— 5ar+4.r* 3 
5. 2 ,,— *(r*»» + 6). G. 3“— n— I, 

». ; (-i vv-?«+ 2 ), 

4. Mi i Il 

8(4 2(n+l)(n+2)J' 32 


iji i l ! i i v ii 

*'* 3\1 + 2 + 3 ~ M+l _ n f2 _ 17+3/’ 48* 


fi. 


Il 


11 


% 2(n+2) (h+ 3) 4(n+l)(n+2)(»+3)(»+4) ’ 96* 


a 

7 . - — 


3»+5 


11. 


G (n+2)(n+3)’G* 
ar“|n(.r- 1 )-l ’,*+ *“+•- (.r+ 1 ) 


8 . 


n(n-t-l) (n+2) 


(r-1) 3 


12. nar(a■^-br) n ~ , . 


x ( , 


13. Si sviluppi ed otteniamo — ; 1 1+ — -z + — r+. 

11 (l-x) 1 { (l-x) s (4-.r)+ 

a. t »{ H + itigli. ■+ .. . + .—1 

-o-r-o-r 


|w — 1 


18. ir, 5 . 


19. 1GU. 


22. Si proceda cosi; supponiamo (1 f.ii)(l+.r i c)(l+x :i i')...(l-f.'F ,, f) 
= 1 +.4,0 + d 4 r* + .. .+.l /) r p , in cui A v A t ...A p non contengono v. 
Ora si muli v in xv; così possiamo dedurre elio 

( I f A , r + .1 t e* + . . . +,l < ,i p ) ( 1 +^ +l e) 

= ( 1 +.!,.rf+.4ji ! c s +... +A p x p v p ) (1 +xt). 

0/a si eguaglino i coefficienti dello stesse potenze di r nei duo 
membri. 
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25 - ?TP* = Ì-J-I-J» ; quindi ' 1 + -r) < 1 + •**+... ! 

1 / i‘\-' 1 .r 2 , a* x° 

" 1-t \ + T^x) ~ — X ~ “ (t-a) 3 _ (1-a)* 

Si sviluppi ciascun termine dell’ ultima linea col Teorema del Bi- 
nomio indi si eguaglino i coefficienti di x” nei due membri. 

XIII. 8. ‘ìx 3 è > o < x + 1 secondo die x è > o < 1 . 

16. Questo dipende dal segno di («— b) (h— c) (e— a). 

22 e 24 dipendono dall’ Art. 464. 23. Si troverà’ che hanno 

luogo tante delle seguenti ineguaglianze quante se ne possano ri- 
chiedere: 2 (n— l)>n, 3 (n — 2) > n, ... ; allora con la moltiplica- 
zione si ottiene il risultato. 25. Questo si può dedurre dall’Es. 23. 
34. Si moltiplichi; indi si adoperi l’Art. 1 G 4 . 32. Si ponga 1— a=b, 
e si sviluppi (1— -b) x col Teorema del Binomio; la serie sarà con- 

^ , , (x-\)b (x-ì)(x-2)b 2 

vergente. Dovremo quindi mostrare che 4 j-^ 1 — 

— > 4; e questo è chiaro, poiché tè<4. 

XIV. 2. 66. 3. 3- 5*. 41*. 4. 2 2 -3 2 -5 2 . 

5. 2 2 -(823) 2 . 42. Supponiamo che n cada tra m* ed (m+l) 2 ; allora 
n-ah=(m i +m— n) 2 . 19. ?t 2 -nfl ò maggiore di (n— l) 2 e minore 

di n 2 . 20. Supponiamo, se è possibile, n 3 + l=)n 2 ; allora 

n* = (in — 4) (»n 4- 1). Ora nessun fattore, eccetto 2, può dividere ad 
un tempo m— 1 ed nif i, e 2 qui non può dividerli, poiché n è di- 
spari. Quindi ni — 4 ed m+l debbono essere entrambi cubi perfetti; 
ma questo è impossibile; poiché la differenza di due cubi non può 
essere tanto piccola come 2. 35, 36, 37. 38. Questi dipendono 

tutti dal Teorema di Fermat. 40. 48. 41.96. 42. 400. 43.22680. 
44. 2 n +* 5"- f . 45. 12. 46. 12. 47. 460; 1 481040. 48. 6. 

49. 126. 50. 24; 15. 51. (n+1) 2 . 53 e 54 si possono risolvere 

per tentativo; la risposta di 53 è 2 4 -3 2 -5, e la risposta di 54 è 
2 3 • 3* -5*7. 57. a- = 2 • 5 2 • 7 2 • t 3 ; y = 2-5-7 •/. 

XV. 6. Convergente se a* é minore doli’ unità, divergente se x è 
maggioro dell’unità; se x é eguale all’unità, convergente se a è 
negativa, divergente se a è positiva. 8. Divergente se x 6 mag- 
giore dell’unità, convergente se ./• non è maggiore dell’unità. 
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9. Divergente. 10. Convergente se g — p—l è positiva, diver- 
gente se g—p — 1 è negativa o zero. 13. Convergente se # è mi- 
nore di c - *, divergente se x non è minore di e -1 . 16. I. Si sup- 

ponga a— .4 positiva: la serie è convergente se^-f l è maggiore 
di a, divergente se 1 è minore dia; se f + 1 = a la serie è con- 
vergente so a,— A b maggiore dell’unità, divergente se a— .4 non 
.è maggiore dell’unità. 11. Si supponga a— A negativa: la serie è 
divergente. III. Si supponga a— .4=0; allora si applichi l’Art. 214, 
si distingua come nel Caso 1. 


XVI. 4. p n = ba n ~' + (n - 2) fcgfl"-» + (H ■ 3 ,^ W - — 

■ + ("-«)(»- 5) (n-6) btu n- 1 + 

Li 

quindi g n si può ottenere con l’iis. 3. 

10. Ogni componente ha l’unità per denominatore; il numera- 
tore della prima componente è 1, della seconda è - x , e general- 


mente della (2r) ma ò - — — — -, e della (2/’t 1) ,d * b --- 

1 ) (v/* 


+ 1) 


FINE. 


4' 


SBN609 309 
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